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PEWNE RODZINY KRZYWYCH BEZIERA

BOGUSLAW BOZEK', PROKOP SRODA”

' Wydzial Matematyki Stosowanej, AGH Krakow
? Wydziat Inzynierii Mechanicznej i Robotyki, AGH Krakow

SOME FAMILYS OF BEZIER CURVES

Abstract

In this paper some interesting families of Bézier curves are constructed. In particular, these curves can be used to

uniform approximation of polygons or saw-tooth functions.
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WPROWADZENIE

Definicja krzywej Béziera dopuszcza replikowanie

1. DEFINICJA KRZYWEJ BEZIERA

Krzywa Béziera definiuje sie (patrz Kiciak, 2000)
jako kombinacje liniowa wielomianéw Bernsteina

puu}&t(}w WiUde(,yklll. PUAW(L}(L tU IIct dUﬁlli(zjg J:)UW—
nych rodzin krzywych Béziera o ciekawych wtasno-
$ciach. Rodziny te mozna np. wykorzysta¢ do jedno-
stajnej aproksymacji funkcji pitoksztaltnych, schod-
kowych, trapezowych, takich ktére czesto opisuja
charakterystyki pradowe nieliniowych obwodéw elek-
trycznych (patrz Mitkowski, 1999). Innym zastoso-
waniem jest jednostajna aproksymacja wielokatéw
gltadkimi krzywymi, w tym wypadku wielomianami.

Do wyznaczenia punktu na wielomianowej krzy-
wej Béziera niepotrzebna jest znajomosé wspotczyn-
nikow wielomiandéw okreslajacych jej wspdirzedne,
gdyz wykorzystuje sie do tego celu efektywny algo-
rytm de Casteljau.
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Qu) =S BIOR teo, 1]
=0

gdzie P; = (x4,v:,2:) © € {0,1,...,n} sg danymi
punktami przestrzeni tréjwymiarowej R3, zas wielo-
miany Bernsteina sg opisane zaleznosciami

n! o

B (t) = —— (1 —t)" ¢

gdzie t € [0,1], n €N, i€ {0,1,...,n}. Wielo-
miany te posiadaja nastepujaca wlasnoscé:

BI (1) = (1—)B L (1) + B (1)

dla t € [0,1], i€ {l,...,n}, n € N\ {0}, ktéra
jest podstawg, efektywnego algorytmu (de Casteljau)
obliczania @, (t), czyli wyznaczania dowolnego punk-
tu krzywej Béziera.
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INFORMATYKA W TECHNOLOGI MATERIALOW

Algorytm geometryczny de Casteljau (patrz Bozek i
Sroda, 2002, czy tez Hoschek i Lasser, 1992):

4

Krzywa Sy, jest krzywa Béziera @, (t) wyznaczona

przez punkty wiodace P, (1 =0,...,n) zdefiniowane

A 1. 4 11
L. wybleraiy v < [U, 1],

Wzorami
2. Dlai € {0,1,...,n} podstawiamy P; o «— P, ~ ] L
3. Dla j € {1,.. n} i €{4,7+1,...,n} podsta- P=r dla Z.:O""’Eflﬂ
wiamy P2+2—P% dla ¢=0,...,n—k,
Ponpiz j=Prp ;o dla i=0,...,5-1
P i — 1—tP7;,", +th; i 1,
AN JPrim . dla k parzystego (n > k),
4. Qu(t) == Py ﬁi: P; dla =0, 7%
Whprost z definicji mamy Q,(0) = Py, Qn(1) = P, B, _p. dla i—0 noko1
czyli k Bézier hodzi pr tkowy i i T A FENe T
vli krzywa Béziera przechodzi przez poczatkowy i -

koncowy punkt wiodacy tj. Py i P,,. Pochodne w tych
punktach sa okreslone zaleznosciami

Q.0)=n-(P - PF), Q,(1)=n-(Py—Py1),

. .
a zatem stvezna do krzyvwei Bézie
a Zaienl styczhia GO KTrZywe] ezle

przechodzi przez punkty Py i P, oraz styczna w
punkcie P, przechodzi przez punkty P, i P, 1.

2. RODZINA KRZYWYCH S,

Definicja krzywej Béziera dopuszcza przypadek w
ktérym punkty wiodace nie sa parami rézne, za-
tem kazdy z zadanych punktéw wiodacych mozna
replikowa¢. Pozwala to zdefiniowaé pewne rodziny
krzywych Béziera o ciekawych wlasnosciach. Majac
(k + 1) punktéw wiodacych (k > 2) mozemy przy-
ja¢ dowolnie duze n okreslajace stopien wielomianow
Bernsteina replikujac (n — k) krotnie jeden, lub kilka
wybranych punktéw. Suma replikacji musi byé rowna
(n — k). Mozna to oczywiscie zrobié na wiele sposo-

béw Tpr]'n} m z nich jest okreélenie 1“nr‘]7i'n§ 1(1"7} Wy ch

2
Pn.+2 —Pk+1 dla 7520,...,"_5_1,
P2n 2n—kt3 —Pk+3 dla i:[)’,,,7%37

B =P dla i=0,... k2
?k%quzp% dla Zzoangka
PTT"'"L. = Pk+1 dla Z = 0’ st ngka
Pan— L+3 -—Pk+3 dla Z‘ZO,...,%.

dla k nieparzystego i n nieparzystego (n > k). W
konsekwencji do wyliczania wartosci Sk (t) mozna
wykorzystacé efektywny algorytm de Casteljau.

W przypadku dwuwymiarowym, krzywe rodziny
Sk.n leza w obszarze pomiedzy krzywa Béziera Qp(t)
a tamana Ly (t) taczaca punkty wiodgce:

Li(t) := kt(Piyr — ) + (i + )Py —iPip
¢ e [z i1+1
k' k
Przyktad 1 Rysunek 1 przedstawia krzywq Béziera
Q3 1 kraywe S3 ¢, S35 wyznaczone przez punkty wio-

Sk,n zgodnie ze wzorami:

Sk’n(t) =
L o+ (S0 Eo) Py
+ Zz*—-&-l Bn k-l—z(t)P

dace Py = (—1,0), P, = (-2,2), P» = (2,1),

’ Ella k parzystego, n >k,
|
=0 B ()Pt o s
21 :
+ (Zf_k;l Bz’"(t)) Pri+
- 2
+%B%(t>(P% +PL§1)+ -2 -1 1 2
N (Z:j:_?li:ll B{”(t))PﬁJr Rysunek 1. Krzywe S5 1 53,5 oraz krzywa Béziera Q3(t)
— PR N 2 z przyktadu 1
+ Zi:%+1 By ki )P Curves S3.6, 53,8 and Bézier curve from example 1.
dla k nieparzystego,
n  parzystego, n > k+1,

k=1_4
2o BIOP DT Br(OPuat
2n—k+1
+Z,:,,2+1 Bz (t)P%—i-
"’Z sy Br (OB
dla k nieparzystego,
n nieparzystego, n > k.

Szczegdlne znaczenie maja krzywe Ss , wyznaczone
przez trzy punkty wiodace. Rownanie krzywych tej
rodziny redukuje sie do wzoru

Son(t) = BR(1)Py + (ni: BI (1)) Pi + By(1)P,
=1
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Lamana Ly(t) sklada sie z dwéch odeinkéw
Lg(t) = 2t(PZ'+1
v i+ 1
ve [l et
< 27 2

—P)+ (it )P —iP,
}, i=0,1.

Krzywa Sy, zawiera sie w tréjkacie PoPiPs przy
czym S ,(0) = Py, a Sz (1) = Py. Odleglos¢ punk-
tu P od krzywej S 5, jest réwna Tl_lg, tak wiec ciag
krzywych Ss ,, jest zbiezny jednostajnie do tamanej
Ls.

Z poprzednich rozwazan wynika, ze styczna do krzy-
wej Sz, W punkcie Py przechodzi przez punkty Fp i
Py, a styczna w punkcie P» przechodzi przez punkty
PiPs.

Pole R,, pomiedzy krzywa Ss, a lamanag Lo najla-
twiej policzy¢, gdy punkty Py i Py lezg na osi Ox,
a punkt P; na osi Oy. Oczywiscie, dowolna tréj-

ke punktdédw mozna przez izometrie na plaszezvznie
T r T r 4

W przypadku ogélnym R, = 2RrJ,, gdzie Ry
jest polem tréjkata PP P, a odlegtosé punktu Py
od krzywej S, , jest réwna 27,,L,1hT, gdzie hr jest
wysokoscig trojkata Py Py Po wzgledem boku Py Ps.

Przyktad 2 Niech z; = —1, T3 = 3, y = 2. Rysu-
nek 2 przedstawia krzywe Sa, (n=2,...,5) wyzna-
czone przez punkty wiodace Py = (x1.0), P, = (0,7)

tak przeksztalcié¢, aby spelniata powyzszy warunek.
Niech zatem Py = (Z1,0), P, = (0,7), P, = (Z2,0).
Wtedy

Py, = (Z2,0). Krzywa Saa jest oryginalng krzywg
Béziera Q5.

Senlt) i= (BL B + B (1) (n 51 00)s)-
)
]

:((171‘\”7’“1+f"7’a (I=t"—(1—5")y
dla te[0,1]

oraz

B (1 —2t)7y,2ty dla t¢
L6 = { E(% - 1)9’:;, (2y—> 2t)y) dla te

nga
1.

Dla prostoty i latwej interpretacji obliczen mozemy

-1 1 2 3

Rysunek 2. Krzywe S> , z przyktadu 2.
Curves S , from example 2.

jeszcze zalozyc, ze y = Uoraz o =2 1. Nieskompliko-
wane rachunki pozwalajg stwierdzi¢, ze pole zawarte
miedzy osig Oz i krzywa Ss ,, jest réwne

1
(172 — 171)37 — n(irg — 531)37/ (1— t>ntnfl dt
0

N —

przy czym pierwszy sktadnik jest polem tréjkata

Py Py P,. Tak wiec pole R, jako rdznica pola trdjkata

Py P P i pola miedzy osia Ox a krzywa Ss , wynosi

1
Rn - (‘7_32 - fl)any Jn = TL/ (1 - t>ntn71 dt
0

Wartoéé J,, nietrudno policzy¢ i jest ona réwna

Z'(n—z)' n+i

ale wyrazenie to jest dosy¢ zlozone i trudne do anali-
zy. Latwo pokazaé¢ natomiast, ze ciag J, ma granice

réwna zero. Funkcja o(t) = (1 — )"t" ! ma maksi-
n n—1
mum w punkcie 2’:;11 réwne @(2’1;11): ?275’1;)12),1 ,

tak wiec korzystajac z twierdzenia o wartosci sredniej

dla calek dostajemy oszacowanie
J < nn+1(n _ 1)77,71
nos (2’/L _ 1)27171

przy czym ciag po prawej stronie nieréwnosci jest
zbiezny do zera. W konsekwencji mamy zatem

lim R, = 0.

n—oo

Krzywe rodziny Ss, znakomicie nadajg sie np.
do aproksymacji funkcji pitoksztattnych i tamanych
funkcjami gltadkimi, a takze do aproksymacji wielo-
katéw gladkimi krzywymi. W tym celu nalezy przy
ustalonym n (n > 2) skonstruowaé splin z krzywych
rodziny Ss , biorge jako punkty wiodace Py i P
srodki sasiednich bokéw, a jako punkt wiodacy Py
wierzcholek. Do obliczenia wartoéci Sy, (t) korzysta-
my z algorytmu de Casteljau biorac jako punkty wio-
dacCGPo:P(), Pz':Pl (Z:].,,n ].),Pn:PQ.

Przyklad 3 Rysunek 3 przedstawia wypelnienie
splinami Sy 5 wielokgta o wierzcholkach Py =
(_170); P = (_2a 2)7 Py = (2a 1)} P = (07 ]-)

/|
\V/

-2 -1 1 2

Rysunek 3. Wypelnienie wielokata splinami Ss 5.
Approximating polygon by splines Ss 5.
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3. RODZINA KRZYWYCH S, ,,

z rodziny §k,q leza w obszarze miedzy odcinkiem L
taczacym punkty Py i Py, a krzywa Béziera Qy, przy

Rozwazymy teraz rodzine krzywych Skm zdefinio-
wang wzorem

¢ m(k—1)+1 m(k—1)+1
+ Z (Z Bm(z 1)+j )>P1 + Bm(kfl)Jrl (t)Pl‘
i=1 j=1

przy czym m € N, m > 1. Rodzina ta stanowi na-
turalne uogélnienie rodziny Ss ., przy czym Ss ,, =
S2.m+1. W przypadku dwuwymiarowym, krzywe ro-
dziny §km, leza w obszarze pomiedzy krzywa Béziera
Qr(t) atamang L (t) taczaca punkty wiodace. W po-
dobny sposéb, jak dla krzywych So , mozna pokazac,
ze ~

m—0o
przy czym jest to zbieznos¢ jednostajna.
Przyktad 4 Rysunek 4 przedstawia krzywq Béziera

Q3 1 krzywe Ss 3, S3.4 wyznaczone przez punkty wio-
dgce Py (=1,0), P, = (=2.2), P, = (1,0)

CZym My o0 Sk, = L-

Przyklad 5 Rysunek 5 przedstawia krzywe Béziera
Qi @ krzywe S q dla k = 2,3, ¢ = 2,3 wyznaczone
przez punkty wiodgce Py, ..., Py, gdzie Py = (—1,0),
P =(-2,2), P, =(2,1), P =(0,1).

P = (2,1).

Rysunek 5. Krzywe §k7q z przyktadu 5.
Curves Sg,q from example 5.

5. PODSUMOWANIE

W pracy skonstruowano pewne rodziny krzywych

1 2

Rysunek 4. Krzywe §373 1 §3}4 oraz krzywa Béziera Q3(t)
_ z przyktadu 4.
Curves S3.3, 53,4 and curve Q3(t) from example 4.

4. RODZINAKRZYWYCH 5,

Rozwazymy teraz rodzine krzywych §k,q zdefinio-
wang wzorem

Béziera. Spliny indukowane przez krzywe z rodzin
Son 1 Skm znakomicie nadaja sie do jednostaj-
nej aproksymacji tamanych (w szczegdlnosci funk-
¢ji pitoksztaltnych i trapezowych) oraz wielokatéw.
Do wyznaczenia prebiegu wielomianowej krzywej
Béziera niepotrzebna jest znajomos$¢ wspoiczynni-
kéw wielomianéw ktore ja okredlaja, gdyz wykorzy-
stuje sie do tego celu efektywny algorytm de Castel-
jau. Pozostale krzywe omawiane w tej pracy moga
znalez¢ rézne zastosowania w grafice komputerowe;j.

LITERATURA

§k7q(t) =
B3 (t)Po + ;B (t)P1 + B3(t) P>
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