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ANALIZA WRA¯LIWO�CI � METODY I ZASTOSOWANIA

DANUTA SZELIGA

SENSITIVITY ANALYSIS � METHODS AND APPLICATIONS

Abstract

Literature review of sensitivity analysis methods and applications is presented in the paper. Sensitivity
analysis is applied to the problems of input data and model parameters uncertainty and to model validation.
Definition of structures, initial and boundary conditions, and model testing: calibration, determination of
independent variables, is discussed. The algorithm of the sensitivity analysis dedicated to the direct pro-
blem of the inverse analysis for identification of material parameters was developed in the second part of
the work. Sensitivity analysis of the material flow in the ring compression test with respect to the friction
coefficient is described as an example.
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1. WPROWADZENIE

Analiza wra¿liwo�ci jest dziedzin¹ wiedzy bada-
j¹c¹ w jaki sposób (jako�ciowy i ilo�ciowy) i w jakim
stopniu na zmiany warto�ci wyj�ciowych modelu
wp³ywaj¹ ró¿ne �ród³a zmian oraz jakie s¹ zale¿no�ci
pomiêdzy modelem a jego danymi wej�ciowymi.
Model matematyczny rozwi¹zania pewnego zagadnie-
nia jest najczê�ciej uk³adem równañ, natomiast wy-
stêpuj¹ce w równaniach wspó³czynniki, parametry
oraz zmienne (ogólnie: dane wej�ciowe) charaktery-
zuj¹ rozpatrywany problem. Celem modelowania jest
odzwierciedlenie fragmentu rzeczywisto�ci, dlatego
dane wej�ciowe s¹ �ród³em niepewno�ci zwi¹zanych
z b³êdem pomiarów, brakiem informacji b¹d� tylko
czê�ciowym rozumieniem zachodz¹cych zjawisk i

mechanizmów. Wobec tego odpowied�, jak¹ daje
model, powinna zostaæ zawsze zweryfikowana. Naj-
czê�ciej analiza wra¿liwo�ci dotyczy badania wp³y-
wu niepewno�ci danych wej�ciowych i parametrów
na model. Ma ona jednak szersze zastosowania, po-
zwala na weryfikacje modelu na etapie jego projekto-
wania: definiowania struktur, nak³adania na model
za³o¿eñ, specyfikacji modelu, i testowania: kalibracji,
wyznaczania zmiennych niezale¿nych (Saltelli i in.
2001). Analiza wra¿liwo�ci ma na celu okre�lenie:
� Czy model prawid³owo odzwierciedla analizowa-

ny proces? W przypadku gdy model nie odzwier-
ciedla poprawnie procesu, analiza wra¿liwo�ci po-
kazuje brak koncepcyjnego zrozumienia roli
poszczególnych parametrów modelu i pozwala na
poprawê jego struktury.
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� Które wspó³czynniki modelu maj¹ najwiêkszy
wp³yw na zmiany warto�ci wyj�ciowych modelu?
Analiza wra¿liwo�ci pomaga okre�liæ, czy parame-
try modelu s¹ wyznaczone wystarczaj¹co dok³ad-
nie aby uzyskaæ wiarygodne wyniki oraz zmini-
malizowaæ wp³yw b³êdów pomiarowych na wyniki
symulacji numerycznej.

� Które parametry modelu maj¹ niewielki wp³yw na
wyniki otrzymywane z modelu i mog¹ byæ z niego
usuniête? Pojêcie "niewielki wp³yw" oznacza w
tym wypadku niewra¿liwo�æ danych wyj�ciowych
w odpowiedzi na zmiany okre�lonych parametrów
wej�ciowych. W takim przypadku analiza wra¿li-
wo�ci pozwala na uproszczenie modelu.

� Czy istnieje pewien podzbiór dla wspó³czynników
modelu, dla którego zmiany warto�ci wyników
modelu s¹ najwiêksze? Analiza wra¿liwo�ci jest
pomocna w problemach zwi¹zanych z poszukiwa-
niem minimum "globalnego".

� Czy istniej¹ i je�li tak, to jakie, wspó³czynniki
modelu, które oddzia³uj¹ nawzajem na siebie? Ana-
liza wra¿liwo�ci pozwala na wyodrêbnienie grupy
takich wspó³czynników. Problem ten jest szczegól-
nie istotny, poniewa¿ jest zwi¹zany z wszystkimi
wymienionymi wy¿ej zagadnieniami.
Przedstawione cele analizy wra¿liwo�ci realizowa-

ne s¹ za pomoc¹ ró¿nych technik, które mo¿na po-
dzieliæ na trzy g³ówne klasy: metody przesiewania,
metody lokalne i metody globalne analizy wra¿liwo-
�ci. Nazwa pierwszej grupy pochodzi od sposobu u¿y-
wania algorytmów tej klasy, nazwy dwóch pozosta-
³ych zwi¹zane s¹ ze sposobem badania przez nie
parametrów. Odmienny podzia³ metod wra¿liwo�ci
przestawiony jest w pracach Kleiber i in. (1997) oraz
Sosnowski (2003).

Metody przesiewania. Dla modeli kosztownych
obliczeniowo i posiadaj¹cych du¿¹ liczbê parametrów
wej�ciowych, algorytmy przesiewania mog¹ byæ u¿y-
te do identyfikacji podzbioru parametrów, które maj¹
najbardziej istotny wp³yw na zmiany parametrów
wyj�ciowych przy stosunkowo niskim koszcie obli-
czeniowym. Miara wra¿liwo�ci otrzymana z u¿yciem
tych metod ma charakter jako�ciowy: pozwala na
wyznaczenie porz¹dku badanych parametrów, na przy-
k³ad ze wzglêdu na ich istotno�æ, ale nie dostarcza in-
formacji ilo�ciowej o warto�ciach przyjêtej miary dla
poszczególnych parametrów.

Metody lokalne analizy wra¿liwo�ci. Algorytmy tej
klasy maj¹ na celu badanie wp³ywu parametrów na
model w niewielkim zakresie ich zmian. Zakres ten
dotyczyæ mo¿e zarówno obszaru fizycznego (w³asno-
�ci o�rodka) jak i zmian warunków procesu. Najczê-
�ciej s¹ one oparte na obliczeniach pochodnych cz¹st-
kowych funkcji wyj�ciowej ze wzglêdu na parametry
wej�ciowe. Je¿eli pochodne obliczane s¹ numerycz-

nie, to zmiany parametrów wej�ciowych dokonuje siê
w pewnym niewielkim przedziale wybieranym arbi-
tralnie, np. ±5% przyjêtej warto�ci nominalnej dane-
go parametru, nie kieruj¹c siê ¿adn¹ dodatkow¹ wie-
dz¹ o badanych parametrach. W przypadku, gdy model
jest silnie nieliniowy, obliczenia numeryczne pochod-
nej mog¹ byæ obarczone du¿ym b³êdem, a informacja
o pochodnej nie mo¿e byæ uogólniana na inne warto-
�ci parametru. Jednym z zastosowañ jest analiza od-
wrotna. Metody lokalne s¹ mniej przydatne w porów-
nywaniu wp³ywu wielu parametrów na warto�ci
wyj�ciowe modelu.

Metody globalne analizy wra¿liwo�ci. Zadaniem
algorytmów tej klasy jest okre�lenie rozk³adu niepew-
no�ci danych wyj�ciowych na niepewno�ci parame-
trów wej�ciowych poprzez zdefiniowanie rozk³adów
prawdopodobieñstwa pokrywaj¹cych dziedziny po-
szczególnych parametrów. Metody te charakteryzuj¹
dwie w³asno�ci: (a) okre�lenie zbioru warto�ci i kszta³-
tu funkcji rozk³adu prawdopodobieñstwa dla poszcze-
gólnych parametrów, (b) wyznaczanie wra¿liwo�ci
danego parametru realizowane jest przy zmieniaj¹cych
siê warto�ciach pozosta³ych. Szczególnie druga w³a-
sno�æ zas³uguje na uwagê, poniewa¿ pozwala na osza-
cowanie wp³ywu jednego parametru na model w sy-
tuacji, gdy pozosta³e parametry równie¿ ulegaj¹
zmianom. To podej�cie ró¿ni siê zasadniczo od sche-
matu stosowanego w analizie lokalnej, gdzie lokalne
perturbacje jednego parametru obliczane s¹ na pod-
stawie pochodnych cz¹stkowych, przy czym pozosta-
³e parametry s¹ sta³e.

Analiza wra¿liwo�ci znajduje zastosowanie niemal
w ka¿dym zadaniu modelowania, w tym tak¿e w me-
talurgii i in¿ynierii materia³owej. Przeprowadzony
przegl¹d literatury pokazuje, ¿e analiza wra¿liwo�ci
w tej dziedzinie nauki dotyczy przede wszystkim za-
gadnieñ zwi¹zanych z optymalizacj¹ kszta³tu narzê-
dzi w procesach technologicznych (Picart i in. 1998,
de Boer i van Keulen 2000, Kima i Huhb 2002, Snake
i in. 2002, Sosnowski i in. 2002, Sousa i in. 2002,
Zhao i in. 2002) lub okre�leniem wra¿liwo�ci modelu
numerycznego na parametry procesu (Poldneff i Aro-
ra 1996, Ghouati i Gelin 1998).

2. METODY ANALIZY WRA¯LIWO�CI

2.1. Metody przesiewania

Algorytmy tej klasy stanowi¹ wstêpn¹ analizê
modelu, której celem jest wyznaczenie tych parame-
trów wej�ciowych modelu, które w najbardziej istot-
ny sposób wp³ywaj¹ na dane wyj�ciowe. Podstawo-
wa procedura, zwana one-at-a-time experiments,
polega na badaniu, w ustalonej kolejno�ci, wp³ywu
zmian poszczególnych parametrów na wyj�cia mode-
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lu (Daniel 1973). W procedurze definiowany jest pro-
ces kontrolny, dla standardowych parametrów wej-
�ciowych. Dla ka¿dego parametru wyznaczone s¹
warto�ci graniczne, w oparciu o dostêpn¹ wiedzê.
Nastêpnie obliczane s¹ odleg³o�ci pomiêdzy wyj�ciem
modelu otrzymanym na podstawie danych wej�cio-
wych zaburzonych i kontrolnych. Odleg³o�ci te defi-
niuj¹ jednocze�nie miarê wra¿liwo�ci w metodzie prze-
siewania. Odleg³o�ci s¹ porównywane i na ich
podstawie wyznaczane s¹ parametry wej�ciowe, na
które model jest najbardziej wra¿liwy. Metoda one-
at-a-time nie daje informacji na temat wzajemnego
oddzia³ywania parametrów wej�ciowych na model.
Algorytm zwany fractorial exprimentations (Box i in.
1978) stanowi alternatywê dla tego problemu. W pro-
cedurze tej wszystkie parametry s¹ zaburzane jedno-
cze�nie, a nastêpnie rozpatrywane s¹ wszystkie mo¿-
liwe kombinacje warto�ci parametrów. Wad¹ tej
metody jest wysoki koszt obliczeniowy równy ln, gdzie
n jest liczb¹ parametrów, a l jest liczb¹ zaburzeñ dla
jednego parametru. Modyfikacj¹ tego algorytmu s¹
metody redukuj¹ce liczbê wywo³añ modelu (Box i in.
1978).

2.2. Metody globalnej analizy wra¿liwo�ci

2.2.1. Pojêcie miary wra¿liwo�ci

Analiza wra¿liwo�ci wymaga wprowadzenia mia-
ry, która bêdzie definiowa³a wra¿liwo�æ. Niech dany
bêdzie model o n � wymiarowym wektorze danych

wej�ciowych: { }nx,,x,x K21=x  i wyj�ciu y. Poszcze-

gólne sk³adowe wektora x obarczone s¹ b³êdami, któ-
re albo odzwierciedlaj¹ niepe³n¹ wiedzê o rozpatry-
wanym modelu albo wynikaj¹ z pomiarów. Dla celów
globalnej analizy wra¿liwo�ci niech sk³adowe wekto-
ra x bêd¹ zmiennymi losowymi o zadanym rozk³a-
dzie prawdopodobieñstwa. Wtedy wektor x mo¿e byæ
rozpatrywany jako pewna realizacja wektora losowe-

go { }nX,,X,X K21=X  o znanej funkcji gêsto�ci

prawdopodobieñstwa p(X). Parametr wyj�ciowy mo-
delu y równie¿ mo¿na rozpatrywaæ jako realizacjê
wektora losowego Y, i zwi¹zek pomiêdzy danymi wej-

�ciowymi i wyj�ciem dany funkcj¹ ( )⋅f  spe³nia za-

le¿no�æ:

)(XfY = (1)

Tym samym parametr wyj�ciowy modelu posiada
w³asn¹ funkcjê gêsto�ci prawdopodobieñstwa. Jednym
ze sposobów okre�lenia miary wra¿liwo�ci jest wpro-
wadzenie momentu warto�ci oczekiwanej wyj�cia
modelu Y:

∫
Ω

γγ =
n

dpfY XXX )()()(

(2)

gdzie nΩ  jest n-wymiarow¹ przestrzeni¹ parametrów
wej�ciowych modelu.

2.2.2. Metody

Do najczê�ciej wykorzystywanych metod global-
nej analizy wra¿liwo�ci nale¿¹:
� analiza Monte Carlo,
� analiza z wykorzystaniem miary istotno�ci,
� metoda odpowiedzi powierzchni.

Analiza Monte Carlo. Metoda oparta jest na wie-
lokrotnym wykonaniu obliczeñ w oparciu o model dla
wybranych losowo warto�ci parametrów wej�ciowych,
a nastêpnie u¿yciu otrzymanych wyników do wyzna-
czenia niepewno�ci przewidywania modelu oraz udzia-
³u poszczególnych parametrów wej�ciowych w nim.
W ogólnym przypadku analiza sk³ada siê z piêciu eta-
pów: (a) wybór zakresów i funkcji rozk³adu prawdo-
podobieñstwa dla parametrów wej�ciowych, (b) ge-
nerowanie punktów losowych z uwzglêdnieniem
za³o¿eñ z punktu a); (c) wykonanie modelu dla zbioru
losowego punktów; (d) analiza poziomu niepewno-
�ci; (e) analiza wra¿liwo�ci.

Miara istotno�ci. Metoda stosowana w po³¹czeniu
z metod¹ Monte Carlo. Definiuje pojêcie miary istot-
no�ci, które okre�lane jest w zale¿no�ci od realizacji
metody, np. jako wspó³czynniki korelacji.

Metoda odpowiedzi powierzchni. Procedura opar-
ta na algorytmie aproksymuj¹cym rozwa¿any model.
Wynikiem procedury jest uproszczony model, który
w dalszych rozwa¿aniach jest zastêpowany wyznaczo-
n¹ aproksymacj¹.

Globalne metody analizy wra¿liwo�ci szczegó³o-
wo przestawione s¹ w Saltelli i in. (2001).

2.3. Metody lokalnej analizy wra¿liwo�ci

Do lokalnych metod analizy wra¿liwo�ci zalicza-
na jest analiza ró¿niczkowa. Lokalne wra¿liwo�ci okre-
�laj¹ nachylenie warto�ci wyj�ciowych modelu w prze-
strzeni parametrów w danym punkcie tej przestrzeni.
Informacja taka jest szczególnie przydatna w algoryt-
mach poszukiwania minimum, które wykorzystywa-
ne s¹, miêdzy innymi, w problemach odwrotnych.

W lokalnej analizie wra¿liwo�ci miara wra¿liwo-
�ci okre�lana jest wprost z definicji ró¿niczki oblicza-
nej dla modelu wzglêdem jego parametrów wej�cio-
wych.

Modele niestacjonarne opisywane s¹ najczê�ciej
uk³adami równañ ró¿niczkowych cz¹stkowych. Niech
dany bêdzie nastêpuj¹ce zagadnienie pocz¹tkowe:

( ) 0)0(,, yyky
y == f

dt

d
(3)
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gdzie y jest m-wymiarowym wektorem zmiennych, k
jest n-wymiarowym wektorem parametrów modelu,
y0 jest wektorem warto�ci pocz¹tkowych.

Wp³yw zmiany parametrów wej�ciowych modelu
na jego rozwi¹zanie mo¿na oszacowaæ z rozwiniêcia
w szereg Taylora:

( ) ( ) K∑ ∑∑
= ==

+∆∆
∂∂

∂+∆
∂
∂+=∆+

n

l

n

j
jl

jl

i
j

n

j j

i kk
kk

y
k

k

y
tt

1 1

2

1

**

2

1
,, kykky

(4)

Pochodne cz¹stkowe ji k/y ∂∂ zwane s¹ lokalny-

mi wra¿liwo�ciami pierwszego rzêdu, pochodne

jli kk/y ∂∂∂2 � wra¿liwo�ciami drugiego rzêdu. Lokal-

ne wra¿liwo�ci pierwszego rzêdu tworz¹ macierz wra¿-

liwo�ci { } { }jiij kys ∂∂== /S .

Dla modeli niestacjonarnych w lokalnej analizie
wra¿liwo�ci istotna jest nie tylko sama warto�æ zabu-
rzenia dla danego parametru, ale równie¿ czas, w któ-
rym parametr ten zosta³ zaburzony oraz czas, w któ-
rym bêdzie analizowany model. Niech symulacja
modelu rozpoczyna siê w czasie 0, parametr jest za-
burzany w czasie t1, a wp³yw tego zaburzenia rozpa-
trywany jest w czasie t2. Wówczas zaburzone wyj�cie

modelu y′  mo¿na aproksymowaæ wykorzystuj¹c pier-

wotne rozwi¹zanie y oraz macierz wra¿liwo�ci S:

1
),()()( 1212 ttttt kSyy ∆+≈′ (5)

W tym wypadku macierz wra¿liwo�ci S zale¿y od
stanu modelu w dwóch chwilach czasu t1 i t2.

2.3.1. Metody numeryczne obliczania lokalnych wra¿liwo�ci

Aproksymacja ró¿nicami skoñczonymi. Najprost-
szym sposobem obliczania lokalnych wra¿liwo�ci jest
niewielkie zaburzenie jednego parametru i ponowne
uruchomienie modelu. Stosuj¹c aproksymacjê ró¿ni-
cami skoñczonymi, wspó³czynniki macierzy wra¿li-
wo�ci obliczane s¹ z zale¿no�ci:

( ) ( )
nj

k

kkk

k j

jjj

j

K1, =
∆

−∆+
≈

∂
∂ yyy

(6)

Metoda ta zwana jest brute force metod lub meto-
d¹ po�redni¹. Zalet¹ tego algorytmu jest brak inge-
rencji w model, a sama procedura obliczaj¹ca wra¿li-
wo�ci stanowi odrêbn¹ aplikacjê. Wad¹ natomiast jest
wysoki koszt obliczeniowy: macierz wra¿liwo�ci wy-
maga uruchomienia n+1 razy modelu wykorzystuj¹c
równanie (6), przy stosowaniu schematu ró¿nicowe-
go symetrycznego 2n uruchomieñ modelu. Dok³ad-
no�æ obliczenia pochodnych zale¿na jest od warto�ci
parametru jk∆ . Zbyt du¿a warto�æ, w przypadku, gdy
model jest silnie nieliniowy, prowadziæ mo¿e do nie

spe³nienia warunku o lokalnej liniowo�ci; zbyt ma³a
warto�æ mo¿e powodowaæ ró¿nice pomiêdzy rozwi¹-
zaniem dla parametru zaburzonego i nominalnego da-
j¹ce du¿e b³êdy zaokr¹glenia. W wiêkszo�ci przypad-

ków dobór d³ugo�ci parametru jk∆ mie�ci siê w

granicach ±1% nominalnej warto�ci danego parame-
tru.

Metody bezpo�rednie. W wyniku zró¿niczkowania
równania (3) wzglêdem parametrów kj otrzymywany
jest uk³ad ró¿niczkowych równañ wra¿liwo�ci:

jjj kkkdt

d

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂ fy

J
y

(7)

lub w zapisie macierzowym:

FJSS +=& (8)

gdzie { }li y/f ∂∂=J  jest pochodn¹ prawej strony rów-

nania (3) ze wzglêdu na zmienne modelu (zwana Ja-

kobianem), { }ji k/f ∂∂=F  jest macierz¹ pochodnych

ze wzglêdu na parametry modelu. Warunek pocz¹tko-
wy dla równania (7) stanowi wektor zerowy.

Metody bezpo�rednie oparte s¹ na rozwi¹zaniu
równania (7). Rozwi¹zanie numeryczne równania (7)
wymaga znajomo�ci elementów macierzy J i F w ka¿-
dym kroku algorytmu rozwi¹zania równania (7). Do
wyznaczenia warto�ci tych macierzy potrzebne s¹ ak-
tualne warto�ci modelu, zatem potrzebne jest równo-
czesne lub wcze�niejsze rozwi¹zanie problemu (3). W
pierwszych procedurach realizuj¹cych metodê bezpo-
�redni¹, równania (3) i (7) rozwi¹zywane by³y jedno-
cze�nie, ale niezale¿nie, a nastêpnie rozwi¹zanie (3)
stanowi³o dane wej�ciowe dla równania (7). Koszt
obliczeniowy tego algorytmu jest stosunkowo wyso-
ki. Dunker (1981, 1984) pokaza³, ¿e równania (3) i
(7) maj¹ ten sam Jakobian, zatem jednym algorytmem
rozwi¹zuj¹cym uk³ady równañ ró¿niczkowych, z za-
chowaniem kroku i rzêdu aproksymacji, mo¿na otrzy-
maæ rozwi¹zania obydwu równañ. Metoda wykorzy-
stuj¹ca tê obserwacjê zosta³a nazwana decoupled
direct method.

Metody oparte na funkcji Greena. Ró¿niczkuj¹c
równanie (3) wzglêdem wektora warto�ci pocz¹tko-
wych y0, otrzymywane jest nastêpuj¹ce równanie:

( ) ( ) ( )11 t,ttt,t
dt

d
KJK = (9)

gdzie t1 i t jest, odpowiednio, czasem zaburzenia i cza-
sem obserwacji, a K jest macierz¹ pocz¹tkowych wra¿-
liwo�ci postaci:

( ) ( ) 111
1

01 ,,,
)(

)(
, tttt

tc

tc
tt

j

i ≥=












∂
∂= IKK (10)
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Równanie (7) jest liniowo niejednorodnym uk³a-
dem równañ ró¿niczkowych, zatem mo¿na zastoso-
waæ metodê, która w pierwszej kolejno�ci rozwi¹zuje
jednorodn¹ czê�æ � równanie (9), a nastêpnie oblicza
rozwi¹zanie postaci:

( ) ∫=
2

1

)(),(, 221

t

t

dsssttt FKS (11)

W równaniu (11) K jest funkcj¹ Greena, a metoda
oparta na rozwi¹zaniu równania (11) zwana jest me-
tod¹ funkcji Greena. Macierz K mo¿na aproksymo-
waæ pewn¹ macierz¹ ekspotencjaln¹ postaci (Kramer
i in. 1981):

( ) 







=∆+ ∫

∆+ tt

t

dssttt )(exp, JK (12)

3. ANALIZA WRA¯LIWO�CI DLA
METODY ODWROTNEJ
IDENTYFIKACJI W£ASNO�CI
MATERIA£OWYCH

Zagadnienie identyfikacji parametrów równañ opi-
suj¹cych w³asno�ci materia³owe mo¿e byæ zdefiniowane
jako problem odwrotny, gdzie zadaniem bezpo�rednim
jest proces odkszta³cania sztywno-plastycznego cia³a
(Szeliga i Pietrzyk 2002).

3.1. Problem bezpo�redni

3.1.1. Mechaniczne równania stanu równowagi uk³adu

Niech dane bêdzie cia³o ograniczone obszarem
3R⊂Ω  z brzegiem Ω∂=Γ . W stanie równowagi,

dla ka¿dego punktu Ω∈= )x,x,x( 321x  zachodz¹

równania równowagi:

3,2,1,, ==+σ iub iijji &&r (13a)

321 ,,i,jiij =σ=σ (13b)

gdzie ijσ  � sk³adowa tensora naprê¿eñ Cauchy'ego,

j

ji
j,ji x∂

σ∂
=σ � pochodna sk³adowej tensora naprê¿eñ

wzglêdem wspó³rzêdnej xj, r � gêsto�æ cia³a, bi � si³y
wewnêtrzne, ui � sk³adowe wektora przemieszczenia

)u,u,u( 321=u , iu&& � druga pochodna i-tej sk³adowej

wektora u po czasie. W dalszych rozwa¿aniach pomi-
jany jest wp³yw si³ bezw³adno�ci i si³ ciê¿ko�ci (cz³on

bi i iu&&&r  równania (13a)).

Warunki brzegowe definiowane s¹ jako:

ijjii n tt =σ=      tixdla Γ∈ (14a)

ii uu =      uixdla Γ∈ (14b)

gdzie ),,( 321 ttt=τ  jest si³¹ przy³o¿on¹ na brzegu
dzia³aj¹c¹ na cia³o (w jednostkach si³a/jednostkê mia-
ry na brzegu tΓ ), wektor ),,( 321 nnn=n  jest wekto-
rem normalnym do brzegu Γ , ),,( 321 ttt=τ  jest
zadan¹ funkcj¹, )u,u,u( 321=u  jest zadanym wekto-
rem przemieszczenia na brzegu uΓ , oraz zachodz¹ za-
le¿no�ci: Γ=Γ∪Γ ut  i  =Γ∩Γ ut Æ.

Dla cia³ odkszta³canych plastycznie, dla których
odkszta³cenia sprê¿yste mog¹ byæ pominiête, tensor
odkszta³ceñ definiowany jest jako:











∂
∂

+
∂
∂=ε

i

j

j

i
ij x

u

x

u

2

1
(15)

Ponadto na materia³ nak³adany jest warunek nie-
�ci�liwo�ci równoznaczny z zerowymi warto�ciami
odkszta³cenia objêto�ciowego:

0=⋅∇=ε uu )(ii (16)

Równanie konstytutywne. Dla cia³ odkszta³canych
plastycznie definiowane jest pojêcie potencja³u pla-
stycznego (jest to funkcja nieliniowa). Tensor naprê-

¿enia mo¿na zapisaæ jako sumê aksjatora σA , opisu-

j¹cego hydrostatyczny stan naprê¿enia i decyduj¹cego
o odkszta³ceniu objêto�ciowym, i dewiatora s, opisu-
j¹cego czyste �cinanie i decyduj¹cego o odkszta³ce-
niu postaciowym:

ijkkijijkk , δσ−σ=δσ=

+=

σ

σ

3

1

3

1
sA

sAσ

(17)

Wielko�æ kkp σ−=
3

1
 jest ci�nieniem hydrosta-

tycznym wewn¹trz odkszta³canego cia³a.
Zale¿no�æ miêdzy dewiatorem tensora naprê¿enia

oraz wektorem prêdko�ci odkszta³cenia jest przyjmo-
wana zgodnie z prawem Levy-Misesa:

εε&
&

i

i= 
e

s

3

2
s (18)

gdzie: σσT
i 3

2=s   � intensywno�æ naprê¿enia,

εεεε &&& T
i 3

2=e   � intensywno�æ prêdko�ci odkszta³ce-

nia. is  jest najczê�ciej postaci:
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),,,( pTfi ees &= (19)

przy czym e   � odkszta³cenie, e&   � prêdko�æ odkszta³-
cenia, T � temperatura, p � wektor parametrów rów-
nania (18).

Równania równowagi (13a) i (13b) wraz z warun-
kami (14a), (14b) i (16) oraz prawem konstytutyw-
nym plastyczno�ci (18) stanowi¹ sformu³owanie za-
dania cia³a odkszta³canego plastycznie z zachowaniem
warunku nie�ci�liwo�ci.

Model tarcia. W przyjêtym rozwi¹zaniu tarcie na
powierzchni styku materia³u z narzêdziem zosta³o
opisane modelem Chena-Kobayashi'ego, w którym
naprê¿enie tarcia jest wyra¿one jako (Chen i Kobay-
ashi, 1978):


















απ

= su&
arctan

2
maxtt m (20)

gdzie m � czynnik tarcia, tmax � wytrzyma³o�æ mate-
ria³u na �cinanie, su&  � prêdko�æ po�lizgu materia³u
wzglêdem narzêdzia, α  � sta³a, której wielko�æ jest
dobierana tak, aby powy¿szy wzór przyjmowa³ kla-
syczn¹ formê prawa Treski maxmtt =  dla wiêkszych
warto�ci prêdko�ci su& .

3.2.1. Model termomechaniczny

W czasie plastycznego odkszta³cania cia³a zacho-
dz¹ zjawiska cieplne: generacja ciep³a zwi¹zana z od-
kszta³caniem i tarciem na powierzchni styku materia³
� narzêdzie oraz wymiana ciep³a pomiêdzy materia-
³em i narzêdziem i pomiêdzy materia³em a otoczeniem.

Równania opisuj¹ce przep³yw ciep³a w materiale
ograniczonym obszarem 3R⊂Ω  z brzegiem Ω∂=Γ ,
z uwzglêdnieniem warunku brzegowego (konwekcji)
i warunku pocz¹tkowego, maj¹ postaæ:

( )
( ) ( )

)()0,( 0 xx

n

TT

qTTTk
t

T
cwTk

o

p

=
+−=∇⋅
∂
∂=+∇⋅∇

&

&

b

r

(21)

gdzie: t � czas, ),( tTT x=  � szukany rozk³ad tempe-

ratury, To � temperatura otoczenia, T0 � pocz¹tkowy
rozk³ad temperatury (t = 0), k � przewodno�æ cieplna,

β � wspó³czynnik konwekcji miêdzy rozpatrywanym

cia³em a otoczeniem, r � gêsto�æ materia³u, cp � po-

jemno�æ cieplna materia³u, w&  � gêsto�æ energii we-

wnêtrznego �ród³a ciep³a, q&  � strumieñ ciep³a zada-

ny na brzegu Γ .

3.2.3. Rozwi¹zanie

S³ab¹ formê dla rozpatrywanego zagadnienia me-
chanicznego (13) otrzymuje siê stosuj¹c zasadê pracy
wirtualnej z mno¿nikiem Lagrange'a. W wyniku dys-
kretyzacji zadania wariacyjnego metod¹ elementów
skoñczonych otrzymywany jest uk³ad równañ, dla któ-
rej poszukiwanymi warto�ciami s¹ wektor prêdko�ci
odkszta³cenia i mno¿nik Lagrange'a ( )l,u& . Do roz-
wi¹zania wykorzystuje siê algorytm linearyzacji New-
tona-Raphsona. Znaj¹c informacjê o nowym polu prêd-
ko�ci, mo¿liwe jest wykonanie kroku po czasie i tym
samym zdefiniowanie problemu odkszta³cania cia³a
jako zadania quasi-stacjonarnego.

Postaæ dyskretn¹ zasady pracy wirtualnej w ka¿-
dym kroku czasowym mo¿na zapisaæ jako:

( ) 0=∆− ttttt T,,,W ux &ξ (22)

gdzie )( ,mp=ξξ  jest wektorem parametrów równa-
nia opisuj¹cym naprê¿enie uplastyczniaj¹ce (19)
i czynnika tarcia (20), xt jest wektorem wspó³rzêdnych
wêz³ów siatki, tu&  � wektorem prêdko�ci, ttT ∆−  � tem-
peratur¹.

Zagadnienie cieplne równie¿ rozwi¹zywane jest za
pomoc¹ metody elementów skoñczonych, której wy-
nikiem jest postaæ dyskretna:

( )tt

dt

d
uPTH

T
C &=+ (23)

gdzie C jest macierz¹ pojemno�ci cieplnej, H � ma-

cierz¹ przewodno�ci, ( )tuP &  � wektorem si³.

W algorytmie rozwi¹zania w ka¿dym kroku cza-
sowym rozwi¹zywane jest oddzielnie zagadnienie
mechaniczne i cieplne, a nastêpnie wyniki s¹ przeka-
zywane miêdzy rozwi¹zaniami. W konsekwencji w³a-
sno�ci materia³u wyznaczane s¹ z uwzglêdnieniem
temperatury w poprzedniej iteracji, a obliczone w za-
daniu mechanicznym naprê¿enia i odkszta³cenia wy-
korzystywane s¹ w modelu cieplnym do okre�lenia
ilo�ci ciep³a generowanego w wyniku pracy odkszta³-
cenia i pracy tarcia. Szczegó³y takiego rozwi¹zania
dla modelu mechanicznego i termomechanicznego
przedstawione s¹ w Kobayashi i in. (1989) oraz Le-
nard i in. (1999).

3.3. Problem odwrotny

Rozwi¹zanie termomechanicznych równañ (22) i
(23) dla odkszta³canego materia³u dostarcza informa-
cji o rozk³adzie, w czasie i przestrzeni, lokalnych war-
to�ci naprê¿eñ, odkszta³ceñ i temperatury, oraz glo-
balnych warto�ciach, takich jak si³a Fc lub kszta³t cia³a
po odkszta³ceniu Gc:
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( ) ( ) ( )( )xuxuxu ,,G,,,F,,N ccc
&&& ξξξ = (24)

Wielko�ci te mog¹ byæ bezpo�rednio porównane z
wielko�ciami otrzymanymi z do�wiadczenia Ne. Od-
chylenie pomiêdzy danymi do�wiadczalnymi a obli-
czonymi zdefiniowane jest poprzez funkcjê celu F
wykorzystuj¹c¹ klasyczn¹ metodê najmniejszych kwa-
dratów. Zatem problem optymalizacji ma postaæ:

)(min ξ
Ξξ

Φ
∈ (25)

( ) ( ) ( )∑
=

=−=Φ
n

i

e
ii

i

e
i

c
iec N

NN
NN

1

2
2

,
)(

),(, b
b

ξξξ

gdzie ξξ  � wektor parametrów materia³owych i tarcia

(równania (19) i (20)), ΞΞ  � przestrzeñ dopuszczal-

nych warto�ci parametrów ξ , Nc � dane wyj�ciowe
obliczone na podstawie modelu opisanego równania-
mi (22) i (23), Ne � dane do�wiadczalne, n � liczba
punktów pomiarowych.

Do rozwi¹zania problemu (25) wykorzystano me-
todê Gaussa-Newtona:

( )[ ] ( )111 −−− Φ−= kkkk

d

d ξξ
ξξ

ξξξξξξ ξJ (26)

gdzie

( )( )

∑

∑

=

=









≈

−=Φ

n

i

Tc
i

c
i

i

n

i

c
ie

i
c
ii

d

dN

d

dN

d

dN
NN

d

d

1

1

2

2

ξξξξ

ξξ
ξξ

ξξ

ξ b

b

J
(27)

ξJ  jest Jakobianem macierzy ξξd

dΦ
 ze wzglêdu na ξ ,

pomijaj¹c pochodne drugiego rzêdu.
Zbie¿no�æ algorytmu (26) zale¿y od wp³ywu wek-

tora ξξ  na dane wyj�ciowe N oraz od macierzy wra¿li-

wo�ci 
ξd

dF=S . Macierz S oszacowana mo¿e byæ ko-

rzystaj¹c z jednej z metod lokalnej analizy wra¿liwo�ci
opisanych w poprzednim rozdziale.

3.4. Analiza wra¿liwo�ci

Jedn¹ z metod wyznaczenia elementów macierzy
wra¿liwo�ci S jest wykorzystanie metody aproksyma-
cji pierwszego rzêdu. Dla ka¿dej sk³adowej wektora

iξ  (i = 1 .. m, gdzie m � wymiar wektora ξ ) pochodna

ma postaæ:

( )j
j

c
ijj

c
i

j

c
i

ij O
NeN

d

dN
S ξ

ξ
ξ

ξ
∆+

∆
−∆+

==
)()()( ξξξ

(28)

gdzie { }ie=e , i = 1 .. m, baza kanoniczna przestrzeni

zawieraj¹cej ΞΞ .
Zalety i wady powy¿szego rozwi¹zania przedsta-

wiono w rozdziale opisuj¹cym lokalne metody anali-
zy wra¿liwo�ci.

Innym rozwi¹zaniem dla obliczenia macierzy wra¿-
liwo�ci S jest algorytm pó³analityczny, który z jednej
strony pozwala na ominiêcie problemów zwi¹zanych
z numerycznym wyznaczaniem gradientu, a z drugiej
strony nie nak³ada dodatkowych kosztów zwi¹zanych
z analitycznym ró¿niczkowaniem równañ opisuj¹cych
zachowanie materia³u podczas odkszta³cania b¹d�
modeli tarcia. Algorytm wyznaczania macierzy S opie-
ra siê bezpo�rednio na zró¿niczkowaniu dyskretnego
zadania bezpo�redniego opisanego równaniem (22).
Macierz S mo¿na zapisaæ w postaci:

( ) ( )
ξξ

ξξξξ
ξξ θ

ttNN

d

dN uxux
S

&& ,,,,
lim

0

−==
θθθ

→θ
(29)

gdzie:

ξξ
ξξ

ξξξξξξ

θ

θ

θ

θ

d

d t
t x

xx +=

+=

(30)

Wektor prêdko�ci θu&  zdefiniowany jest jako:

ξξ
ξξ

θθ

d

d t
t u

uu
&

&& +=

przy czym ξξd

d tu&
 obliczane jest dziêki zró¿niczkowa-

niu zagadnienia bezpo�redniego (22):

0=
∂
∂+=

ξξξ d

dW

d

dW

d

dW tt u
uu

&

&
&

(31)

Po przekszta³ceniach:

( )
uu

uH
u

u

&&

&
&

&

ξξξ d

dW

d

dWW

d

d t
t

1
1

−
−

−=






∂
∂−= (32)

Odwrotno�æ hesjanu ( )tuH &
1−  jest obliczana pod-

czas rozwi¹zywania zadania (22) metod¹ Newtona-
Raphsona.

Pochodne cz¹stkowe W wzglêdem wektora ξ  dla

sta³ej warto�ci wektora tu&  w równaniu (32) mog¹ byæ
obliczane analitycznie b¹d� numerycznie. Ze wzglê-
du na nieliniowy charakter równañ opisuj¹cych w³a-



� 26 �

IN
FO

R
M

A
TY

K
A

 W
 T

E
C

H
N

O
LO

G
II 

M
A

TE
R

IA
ŁÓ

W

sno�ci materia³u, zastosowano schemat ró¿nicowy.
Wszystkie wielko�ci, oprócz prêdko�ci, s¹ jednocze-
�nie zaburzane, i obliczany jest iloraz ró¿nicowy:

( ) ( )
ξ

ξξ
ξ θ

θθθ

θ

ttttt TWTW

d

dW ∆−

→

−= ,,,,,,
lim

0

uxux

u

&&

&

(33)

gdzie ξξ
ξξ

θθ

d

dT
TT

tt
tt

∆−
∆− += , i z równania (4):

( )
ξ

ξ
ξ θ

θθθ

θ

TW

d

dW t ,,,
lim

0

ux

u

&

&
→

= (34)

Czynnik ξξd

dT tt ∆−

 obliczany jest na podstawie ostat-

niego kroku rozwi¹zania (równanie (35) zamieszczo-
ne poni¿ej).

Model odwrotny, podobnie jak model bezpo�red-
ni, wymaga rozwi¹zania sprzê¿onego zadania termo-
mechanicznego. W pierwszej kolejno�ci obliczona jest

wielko�æ ξξd

d tu&
, a nastêpnie wielko�æ ξd

dT
 na podsta-

wie równania (23) z wykorzystaniem pó³analityczne-
go schematu:

( )
( ) ( )

ξξξ θ

θ ttt

tt

d

d

d

d

dt

d

dt

d

uPuPT
H

T
C

uPTH
T

C

&&

&

−=+






=+

(35)

4. WYNIKI OBLICZEÑ

Analizê wra¿liwo�ci przeprowadzono dla próby
plastometrycznej � spêczania pier�cieni (rysunek 1).
Do�wiadczenie to jest dedykowane wyznaczaniu
wspó³czynnika tarcia (Avitzur, 1968).

 Celem analizy by³o zbadanie wra¿liwo�ci stosun-
ku wymiarów pocz¹tkowych pier�cieni D0:d0:h0, gdzie
D0 � pocz¹tkowa �rednica zewnêtrzna, d0 � pocz¹tko-
wa �rednica wewnêtrzna, h0 � pocz¹tkowa wysoko�æ
pier�cienia, na p³yniêcie materia³u. Do obliczeñ za-

Rys. 1. Schemat spêczania pier�cieni.

stosowano metodê opart¹ na schemacie ró¿nicowym.
Miarê wra¿liwo�æ zdefiniowano jako:

( )
( )

dm

hdDdV

hdDV

m
hdDm m

m

000

000
000

,,

,,
),,,( =ϕ (36)

gdzie:

( ) ( ) ( )
m

h,d,D,mmVh,d,D,mV

dm

h,d,DdVm

∆
∆+−= 000000000 ,

(37)

m jest wspó³czynnikiem tarcia, a ( )000 h,d,D,mV  jest

objêto�ci¹ wewnêtrznego otworu pier�cienia po spê-
czeniu:

( ) ∫π=
eh

dz)z(fh,d,D,mV
0

2
000 (38)

gdzie he � wysoko�æ pier�cienia po spêczeniu, f(z) �
funkcja opisuj¹ca kszta³t wewnêtrznej �rednicy pier-
�cienia po spêczeniu. Proces odkszta³cenia przepro-
wadzono dla pier�cienia o wymiarach pocz¹tkowych
D0, d0 i h0.

Obliczenia wykonano dla ró¿nych stosunków
D0:d0:h0, których wymiary bezwzglêdne umieszczo-
no w tablicy 1.

Dodatkowo przeprowadzono obliczenia dla ró¿-
nych gêsto�ci siatek, przy czym nie stwierdzono wp³y-
wu wielko�ci elementu siatki na wynik obliczeñ (dla
dostatecznie gêstych siatek).

Wyniki obliczeñ przedstawiono na rysunku 2. Wraz
ze wzrostem stosunku �rednicy wewnêtrznej do ze-
wnêtrznej zmniejsza siê wra¿liwo�æ na wspó³czynnik
tarcia. Przy stosunku D0:d0 równym 6:4 nie obserwu-
je siê w³a�ciwie wra¿liwo�ci na tarcie, szczególnie dla
wiêkszych warto�ci parametru tarcia. Tarcie ma naj-
wiêkszy wp³yw na p³yniêcie materia³u dla pier�cieni
o ma³ej �rednicy wewnêtrznej (d0) i ma³ej wysoko�ci
(h0), jednak przy wiêkszych wspó³czynnikach tarcia
dla pier�cieni tych rozmiarów �rednica wewnêtrzna w
trakcie odkszta³cania osi¹ga warto�ci bliskie zeru (nie-
mo¿liwe jest ju¿ swobodne p³yniêcie materia³u do
wewn¹trz) i tym samym wra¿liwo�æ obni¿a siê (wy-
kres dla pier�cienia o wymiarach D0 = 12 mm, d0 = 4

D0, mm d0, mm h0, mm D0:d0:h0 

12 8 4 6:4:2 

12 6 2 6:3:1 

12 6 5 6:3:2.5 

12 6 6 6:3:3 

12 4 6 6:2:3 

12 4 4 6:2:2 

12 4 2 6:2:1 

Tablica 1. Wymiary pier�cieni u¿ytych w obliczeniach.
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mm, h0 = 2 mm). Dla ma³ych wspó³czynników tarcia
mog¹ wyst¹piæ trudno�ci z interpretacj¹ wyników do-
�wiadczenia niezale¿nie od wymiarów pocz¹tkowych
pier�cienia.

5. PODSUMOWANIE

Praca podzielona zosta³a na trzy czê�ci. W pierw-
szej zamieszczono klasyfikacjê metod analizy wra¿li-
wo�ci oraz pokazano obszary stosowania poszczegól-
nych z nich. W drugiej pokazano praktyczne
wykorzystanie lokalnych metod analizy wra¿liwo�ci
dla zagadnienia odwrotnego identyfikacji parametrów
równañ w³asno�ci materia³owych i tarcia. Opracowa-
ny zosta³ algorytm obliczaj¹cy wra¿liwo�ci, który bê-
dzie mia³ zastosowanie w procedurach optymalizacji
stosowanych w metodzie odwrotnej oraz w badaniu
poprawno�ci samego modelu symuluj¹cego odkszta³-
canie cia³a. W ostatniej czê�ci pracy przeprowadzono
obliczenia wra¿liwo�ci próby spêczania pier�cieni na
wspó³czynnik tarcia ze wzglêdu na pocz¹tkowe wy-
miary próbek. Gradient aproksymowano schematem
ró¿nicowym. Analiza pokaza³a, ¿e �rednica wewnêtrz-
na pier�cienia jest najbardziej wra¿liwym wymiarem
na wspó³czynnik tarcia, przy czym istotny jest te¿ sto-
sunek �rednicy wewnêtrznej do zewnêtrznej. Nato-
miast dla ma³ych warto�ci tarcia, niezale¿nie od
wszystkich wymiarów pier�cienia, interpretacja wyni-
ków mo¿e byæ trudna.

Uwaga koñcowa. Praca wykonana w ramach ba-
dañ w³asnych, nr uczelniany 10.10.110.641.
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Rys. 2. Wyniki obliczeñ wra¿liwo�ci ze wzglêdu na wymiary po-
cz¹tkowe pier�cieni.
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