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Abstract

Literature review of sensitivity analysis methods and applications is presented in the paper. Sensitivity
analysis is applied to the problems of input data and model parameters uncertainty and to model validation.
Definition of structures, initial and boundary conditions, and model testing: calibration, determination of
independent variables, is discussed. The algorithm of the sensitivity analysis dedicated to the direct pro-
blem of the inverse analysis for identification of material parameters was developed in the second part of
the work. Sensitivity analysis of the material flow in the ring compression test with respect to the friction

coefficient is described as an example.

1. WPROWADZENIE

Analiza wrazliwosci jest dziedzina wiedzy bada-
jaca w jaki sposob (jakosciowy i ilosciowy) i w jakim
stopniu na zmiany warto$ci wyjsciowych modelu
wplywaja rozne zrodta zmian oraz jakie sa zaleznosci
pomig¢dzy modelem a jego danymi wejSciowymi.
Model matematyczny rozwiazania pewnego zagadnie-
nia jest najczgsciej uktadem réwnan, natomiast wy-
stgpujace w roOwnaniach wspolczynniki, parametry
oraz zmienne (ogolnie: dane wejsciowe) charaktery-
zuja rozpatrywany problem. Celem modelowania jest
odzwierciedlenie fragmentu rzeczywisto$ci, dlatego
dane wejsciowe sa zrodlem niepewnosci zwigzanych
z blgdem pomiarow, brakiem informacji badz tylko
czgsciowym rozumieniem zachodzacych zjawisk i
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mechanizmow. Wobec tego odpowiedz, jaka daje
model, powinna zosta¢ zawsze zweryfikowana. Naj-
czesciej analiza wrazliwosci dotyczy badania wpty-
wu niepewnosci danych wejsciowych i parametréw
na model. Ma ona jednak szersze zastosowania, po-
zwala na weryfikacje modelu na etapie jego projekto-
wania: definiowania struktur, nakladania na model
zatozen, specyfikacji modelu, i testowania: kalibracji,
wyznaczania zmiennych niezaleznych (Saltelli i in.

2001). Analiza wrazliwo$ci ma na celu okreslenie:

« Czy model prawidtowo odzwierciedla analizowa-
ny proces? W przypadku gdy model nie odzwier-
ciedla poprawnie procesu, analiza wrazliwos$ci po-
kazuje brak koncepcyjnego zrozumienia roli
poszczegblnych parametréw modelu i pozwala na
poprawg jego struktury.
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» Ktére wspotczynniki modelu maja najwickszy
wplyw na zmiany warto$ci wyjsciowych modelu?
Analiza wrazliwo$ci pomaga okresli¢, czy parame-
try modelu sa wyznaczone wystarczajaco doktad-
nie aby uzyska¢ wiarygodne wyniki oraz zmini-
malizowa¢ wptyw btedow pomiarowych na wyniki
symulacji numeryczne;j.

« Ktore parametry modelu maja niewielki wptyw na
wyniki otrzymywane z modelu i moga by¢ z niego
usunigte? Pojecie "niewielki wptyw" oznacza w
tym wypadku niewrazliwo$¢ danych wyjsciowych
w odpowiedzi na zmiany okreslonych parametrow
wejsciowych. W takim przypadku analiza wrazli-
wosci pozwala na uproszczenie modelu.

« Czy istnieje pewien podzbior dla wspotczynnikow
modelu, dla ktorego zmiany warto$ci wynikow
modelu sa najwigksze? Analiza wrazliwos$ci jest
pomocna w problemach zwiazanych z poszukiwa-
niem minimum "globalnego".

« Czy istnieja i jesli tak, to jakie, wspotczynniki
modelu, ktére oddzialuja nawzajem na siebie? Ana-
liza wrazliwo$ci pozwala na wyodrgbnienie grupy
takich wspotczynnikéw. Problem ten jest szczegol-
nie istotny, poniewaz jest zwiazany z wszystkimi
wymienionymi wyzej zagadnieniami.
Przedstawione cele analizy wrazliwosci realizowa-

ne sa za pomoca roznych technik, ktére mozna po-

dzieli¢ na trzy gtowne klasy: metody przesiewania,
metody lokalne i metody globalne analizy wrazliwo-

Sci. Nazwa pierwszej grupy pochodzi od sposobu uzy-

wania algorytmow tej klasy, nazwy dwoch pozosta-

lych zwiazane sa ze sposobem badania przez nie
parametrow. Odmienny podzial metod wrazliwos$ci
przestawiony jest w pracach Kleiber i in. (1997) oraz

Sosnowski (2003).

Metody przesiewania. Dla modeli kosztownych
obliczeniowo i posiadajacych duza liczbg parametrow
wejsciowych, algorytmy przesiewania moga by¢ uzy-
te do identyfikacji podzbioru parametrow, ktore maja
najbardziej istotny wplyw na zmiany parametrow
wyjsciowych przy stosunkowo niskim koszcie obli-
czeniowym. Miara wrazliwos$ci otrzymana z uzyciem
tych metod ma charakter jako$ciowy: pozwala na
wyznaczenie porzadku badanych parametréw, na przy-
ktad ze wzgledu na ich istotnosé, ale nie dostarcza in-
formacji ilo$ciowej o wartosciach przyjetej miary dla
poszczegdlnych parametrow.

Metody lokalne analizy wrazliwosci. Algorytmy tej
klasy maja na celu badanie wptywu parametrow na
model w niewielkim zakresie ich zmian. Zakres ten
dotyczy¢ moze zard6wno obszaru fizycznego (wlasno-
$ci osrodka) jak i zmian warunkow procesu. Najcze-
Sciej sa one oparte na obliczeniach pochodnych czast-
kowych funkcji wyjsciowej ze wzgledu na parametry
wejsciowe. Jezeli pochodne obliczane sa numerycz-

nie, to zmiany parametrow wejsciowych dokonuje sie
w pewnym niewielkim przedziale wybieranym arbi-
tralnie, np. +5% przyjgtej wartosci nominalnej dane-
go parametru, nie kierujac si¢ zadna dodatkowa wie-
dza o badanych parametrach. W przypadku, gdy model
jest silnie nieliniowy, obliczenia numeryczne pochod-
nej moga by¢ obarczone duzym btedem, a informacja
o pochodnej nie moze by¢ uogoélniana na inne warto-
$ci parametru. Jednym z zastosowan jest analiza od-
wrotna. Metody lokalne sa mniej przydatne w porow-
nywaniu wplywu wielu parametrow na wartosci
wyjsciowe modelu.

Metody globalne analizy wrazliwosci. Zadaniem
algorytmow tej klasy jest okreslenie rozktadu niepew-
no$ci danych wyjsciowych na niepewnos$ci parame-
trow wejsciowych poprzez zdefiniowanie rozktadow
prawdopodobienstwa pokrywajacych dziedziny po-
szczegoOlnych parametrow. Metody te charakteryzuja
dwie wlasnosci: (a) okreslenie zbioru wartosci 1 ksztat-
tu funkcji rozktadu prawdopodobienstwa dla poszcze-
gblnych parametrow, (b) wyznaczanie wrazliwosci
danego parametru realizowane jest przy zmieniajacych
si¢ wartos$ciach pozostatych. Szczeg6lnie druga wia-
sno$¢ zashuguje na uwage, poniewaz pozwala na osza-
cowanie wplywu jednego parametru na model w sy-
tuacji, gdy pozostate parametry rowniez ulegaja
zmianom. To podejscie rozni si¢ zasadniczo od sche-
matu stosowanego w analizie lokalnej, gdzie lokalne
perturbacje jednego parametru obliczane sa na pod-
stawie pochodnych czastkowych, przy czym pozosta-
e parametry sa state.

Analiza wrazliwo$ci znajduje zastosowanie niemal
w kazdym zadaniu modelowania, w tym takze w me-
talurgii 1 inzynierii materiatowej. Przeprowadzony
przeglad literatury pokazuje, ze analiza wrazliwo$ci
w tej dziedzinie nauki dotyczy przede wszystkim za-
gadnien zwiazanych z optymalizacjq ksztattu narzg-
dzi w procesach technologicznych (Picart i in. 1998,
de Boer 1 van Keulen 2000, Kima i Huhb 2002, Snake
1 in. 2002, Sosnowski 1 in. 2002, Sousa 1 in. 2002,
Zhao i in. 2002) lub okre$leniem wrazliwos$ci modelu
numerycznego na parametry procesu (Poldneff'i Aro-
ra 1996, Ghouati i Gelin 1998).

2. METODY ANALIZY WRAZLIWOSCI
2.1. Metody przesiewania

Algorytmy tej klasy stanowia wstgpna analize
modelu, ktérej celem jest wyznaczenie tych parame-
trow wejsciowych modelu, ktore w najbardziej istot-
ny sposob wptywaja na dane wyjsciowe. Podstawo-
wa procedura, zwana one-at-a-time experiments,
polega na badaniu, w ustalonej kolejnosci, wptywu
zmian poszczegolnych parametrow na wyjscia mode-
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lu (Daniel 1973). W procedurze definiowany jest pro-
ces kontrolny, dla standardowych parametrow wej-
sciowych. Dla kazdego parametru wyznaczone sa
wartosci graniczne, w oparciu o dostgpna wiedzg.
Nastepnie obliczane sa odleglosci pomigdzy wyjsciem
modelu otrzymanym na podstawie danych wejscio-
wych zaburzonych i kontrolnych. Odlegtosci te defi-
niuja jednoczes$nie miarg wrazliwosci w metodzie prze-
siewania. Odlegtos$ci sa pordwnywane i na ich
podstawie wyznaczane sa parametry wejsciowe, na
ktore model jest najbardziej wrazliwy. Metoda one-
at-a-time nie daje informacji na temat wzajemnego
oddziatywania parametrow wejsciowych na model.
Algorytm zwany fractorial exprimentations (Box i in.
1978) stanowi alternatywe dla tego problemu. W pro-
cedurze tej wszystkie parametry sa zaburzane jedno-
czesnie, a nastgpnie rozpatrywane sa wszystkie moz-
liwe kombinacje warto$ci parametrow. Wada tej
metody jest wysoki koszt obliczeniowy rowny [, gdzie
n jest liczba parametrow, a / jest liczba zaburzen dla
jednego parametru. Modyfikacja tego algorytmu sa
metody redukujace liczbg wywotan modelu (Box i in.
1978).

2.2. Metody globalnej analizy wrazliwoSci
2.2.1. Pojecie miary wrazliwosci

Analiza wrazliwosci wymaga wprowadzenia mia-
ry, ktora bedzie definiowata wrazliwo$¢. Niech dany
bedzie model o » — wymiarowym wektorze danych
wejsciowych: x = {xl,xz,. . .,xn} i wyjsciu y. Poszcze-
golne sktadowe wektora x obarczone sg bledami, kto-
re albo odzwierciedlaja niepetna wiedz¢ o rozpatry-
wanym modelu albo wynikaja z pomiarow. Dla celow
globalnej analizy wrazliwos$ci niech sktadowe wekto-
ra X bgda zmiennymi losowymi o zadanym rozkta-
dzie prawdopodobienstwa. Wtedy wektor x moze by¢
rozpatrywany jako pewna realizacja wektora losowe-

go X ={X1,X2,...,Xn} o znanej funkcji gestosci
prawdopodobienstwa p(X). Parametr wyjsciowy mo-

delu y réwniez mozna rozpatrywac jako realizacjg
wektora losowego Y, i zwiazek pomigdzy danymi wej-

$ciowymi 1 wyjsciem dany funkcja f ([)] spetnia za-
leznos$¢:

Y = f(X) (6]

Tym samym parametr wyjsciowy modelu posiada

wlasna funkcje gestosci prawdopodobienstwa. Jednym

ze sposobow okreslenia miary wrazliwos$ci jest wpro-

wadzenie momentu wartosci oczekiwanej wyjscia
modelu Y:

(r®)= [rYx)px)ax

Qn

2)
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gdzie Q" jest n-wymiarowa przestrzenia parametrow
wejsciowych modelu.

2.2.2. Metody

Do najczgsciej wykorzystywanych metod global-
nej analizy wrazliwo$ci naleza:
 analiza Monte Carlo,

+ analiza z wykorzystaniem miary istotnosci,
« metoda odpowiedzi powierzchni.

Analiza Monte Carlo. Metoda oparta jest na wie-
lokrotnym wykonaniu obliczen w oparciu o model dla
wybranych losowo wartosci parametrow wejsciowych,
a nastgpnie uzyciu otrzymanych wynikow do wyzna-
czenia niepewnosci przewidywania modelu oraz udzia-
hu poszczegdlnych parametrow wejsciowych w nim.
W ogblnym przypadku analiza sktada si¢ z pigciu eta-
pow: (a) wybdr zakresow i funkcji rozktadu prawdo-
podobienstwa dla parametréw wejsciowych, (b) ge-
nerowanie punktow losowych z uwzglednieniem
zatozen z punktu a); (c) wykonanie modelu dla zbioru
losowego punktdéw; (d) analiza poziomu niepewno-
$ci; (e) analiza wrazliwosci.

Miara istotnosci. Metoda stosowana w polaczeniu
z metoda Monte Carlo. Definiuje pojgcie miary istot-
nosci, ktore okreslane jest w zalezno$ci od realizacji
metody, np. jako wspolczynniki korelacji.

Metoda odpowiedzi powierzchni. Procedura opar-
ta na algorytmie aproksymujacym rozwazany model.
Wynikiem procedury jest uproszczony model, ktory
w dalszych rozwazaniach jest zastgpowany wyznaczo-
na aproksymacja.

Globalne metody analizy wrazliwosci szczegoto-
wo przestawione sa w Saltelli i in. (2001).

2.3. Metody lokalnej analizy wrazliwoSci

Do lokalnych metod analizy wrazliwosci zalicza-
na jest analiza rézniczkowa. Lokalne wrazliwosci okre-
$laja nachylenie warto$ci wyjsciowych modelu w prze-
strzeni parametrow w danym punkcie tej przestrzeni.
Informacja taka jest szczegolnie przydatna w algoryt-
mach poszukiwania minimum, ktére wykorzystywa-
ne sg, migdzy innymi, w problemach odwrotnych.

W lokalnej analizie wrazliwo$ci miara wrazliwo-
$ci okreslana jest wprost z definicji rézniczki oblicza-
nej dla modelu wzgledem jego parametrow wejscio-
wych.

Modele niestacjonarne opisywane sa najczesciej
uktadami réwnan rézniczkowych czastkowych. Niech
dany bedzie nastgpujace zagadnienie poczatkowe:

dy _ =0
” flyv.k)  yO)=y (3)
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gdzie y jest m-wymiarowym wektorem zmiennych, k
jest n-wymiarowym wektorem parametréw modelu,
y° jest wektorem warto$ci poczatkowych.

Wplyw zmiany parametréw wejsciowych modelu
na jego rozwiazanie mozna oszacowac z rozwinigcia
w szereg Taylora:

s Vine +lss 9y,

y*(t,k+Ak):y*(t,k)+zak. 32 A_IWN(,N@.{_,
== J
4

JEIER
Pochodne czastkowe 0y; /0k ; zwane sa lokalny-

mi wrazliwosciami pierwszego rz¢du, pochodne
0° ¥; / 0k,0k ; —wrazliwosciami drugiego rzedu. Lokal-
ne wrazliwos$ci pierwszego rzedu tworza macierz wraz-
liwosci 8 ={s,}={ay, /ax,} .

Dla modeli niestacjonarnych w lokalnej analizie
wrazliwo$ci istotna jest nie tylko sama warto$¢ zabu-
rzenia dla danego parametru, ale rowniez czas, w kto-
rym parametr ten zostat zaburzony oraz czas, w kto-
rym bedzie analizowany model. Niech symulacja
modelu rozpoczyna sig w czasie 0, parametr jest za-

burzany w czasie #;, a wptyw tego zaburzenia rozpa-
trywany jest w czasie ¢t,. Wowczas zaburzone wyjscie

modelu y' mozna aproksymowac¢ wykorzystujac pier-
wotne rozwigzanie y oraz macierz wrazliwosci S:

y'(t) = y(1)) +S(5,4) Ak, (%)

W tym wypadku macierz wrazliwosci S zalezy od
stanu modelu w dwdch chwilach czasu ¢, 1 ¢,.

2.3.1. Metody numeryczne obliczania lokalnych wrazliwosci

Aproksymacja roznicami skonczonymi. Najprost-
szym sposobem obliczania lokalnych wrazliwosci jest
niewielkie zaburzenie jednego parametru i ponowne
uruchomienie modelu. Stosujac aproksymacje roézni-
cami skonczonymi, wspotczynniki macierzy wrazli-
wosci obliczane sa z zaleznoS$ci:

oy _ vl +ak)-ylk)

Ok, Dk

, j=l.n (6)

Metoda ta zwana jest brute force metod lub meto-
da posrednia. Zaleta tego algorytmu jest brak inge-
rencji w model, a sama procedura obliczajaca wrazli-
wosci stanowi odrgbna aplikacjg. Wada natomiast jest
wysoki koszt obliczeniowy: macierz wrazliwo$ci wy-
maga uruchomienia n+1 razy modelu wykorzystujac
réwnanie (6), przy stosowaniu schematu réznicowe-
go symetrycznego 2n uruchomien modelu. Doktad-
no$¢ obliczenia pochodnych zalezna jest od wartosci
parametru Ak ;. Zbyt duza warto$¢, w przypadku, gdy
model jest silnie nieliniowy, prowadzi¢ moze do nie

spelnienia warunku o lokalnej liniowosci; zbyt mata
warto$¢ moze powodowac roéznice pomigdzy rozwig-
zaniem dla parametru zaburzonego i nominalnego da-
jace duze btedy zaokraglenia. W wigkszosci przypad-
kéw dobor dtugosci parametru Ak; miesci si¢ w
granicach £1% nominalnej warto$ci danego parame-
tru.

Metody bezposrednie. W wyniku zrdzniczkowania
rownania (3) wzglgdem parametréw k; otrzymywany
jest uktad rézniczkowych rownan wrazliwosci:

d 0y __0dy  oOf
27 g2y 7
diok, "ok, Ok, )

lub w zapisie macierzowym:

S=JS+F (8)
gdzie J = {af,. / ay,} jest pochodna prawej strony row-
nania (3) ze wzgledu na zmienne modelu (zwana Ja-
kobianem), F = {af,. / 0k j} jest macierza pochodnych

ze wzgledu na parametry modelu. Warunek poczatko-
wy dla réwnania (7) stanowi wektor zerowy.

Metody bezposrednie oparte sa na rozwiazaniu
rownania (7). Rozwiazanie numeryczne rownania (7)
wymaga znajomosci elementow macierzy J i F w kaz-
dym kroku algorytmu rozwiazania roéwnania (7). Do
wyznaczenia warto$ci tych macierzy potrzebne sa ak-
tualne warto$ci modelu, zatem potrzebne jest rowno-
czesne lub wezesniejsze rozwiazanie problemu (3). W
pierwszych procedurach realizujacych metode bezpo-
srednia, réwnania (3) i (7) rozwiazywane byly jedno-
czesnie, ale niezaleznie, a nastepnie rozwiazanie (3)
stanowito dane wejsciowe dla réwnania (7). Koszt
obliczeniowy tego algorytmu jest stosunkowo wyso-
ki. Dunker (1981, 1984) pokazat, ze rownania (3) i
(7) maja ten sam Jakobian, zatem jednym algorytmem
rozwiazujacym uktady rownan rézniczkowych, z za-
chowaniem kroku i rzedu aproksymacji, mozna otrzy-
mac rozwiazania obydwu rownan. Metoda wykorzy-
stujaca t¢ obserwacj¢ zostata nazwana decoupled
direct method.

Metody oparte na funkcji Greena. Rézniczkujac
rownanie (3) wzgledem wektora wartos$ci poczatko-
wych y’, otrzymywane jest nast¢gpujace rownanie:

%K(t,tl) = J(t)K(t,tl) )

gdzie ¢, 1t jest, odpowiednio, czasem zaburzenia i cza-
sem obserwacji, a K jest macierza poczatkowych wraz-
liwosci postaci:

K(t,tl)z Eaci(l‘) g

Foc; (1)

K(,n)=L 124 ()
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Roéwnanie (7) jest liniowo niejednorodnym ukta-
dem rownan rézniczkowych, zatem mozna zastoso-
wac metodg, ktdra w pierwszej kolejnosci rozwiazuje
jednorodna czg$¢ — rownanie (9), a nast¢pnie oblicza
rozwiazanie postaci:

)
S(1.1)= [K(15,5)F(s)ds (11)
f

W réwnaniu (11) K jest funkcja Greena, a metoda
oparta na rozwigzaniu rownania (11) zwana jest me-
toda funkcji Greena. Macierz K mozna aproksymo-
wac pewna macierza ekspotencjalna postaci (Kramer
iin. 1981):

[1+Ar
K(t+Al‘,t)=eXpDJ'J(S)dS|:| (12)
7 0

3. ANALIZA WRAZLIWOSCI DLA
METODY ODWROTNEJ
IDENTYFIKACJI WEASNOSCI
MATERIALOWYCH

Zagadnienie identyfikacji parametrow rownan opi-
sujacych wlasnosci materiatowe moze by¢ zdefiniowane
jako problem odwrotny, gdzie zadaniem bezposrednim
jest proces odksztatcania sztywno-plastycznego ciata
(Szeliga i1 Pietrzyk 2002).

3.1. Problem bezposredni
3.1.1. Mechaniczne rownania stanu rownowagi uktadu

Niech dane bedzie cialo ograniczone obszarem

QUOR z brzegiem [ =0Q . W stanie rownowagi,
dla kazdego punktu x=(x,x,,x3)00Q zachodza
réwnania rownowagi:

0, +b = pi,

i=123 (13a)

0.=0

=0 i=123

(13b)

gdzie 0;; — skladowa tensora naprezen Cauchy'ego,

00 ;
Vi . .
Ojij= ox. pochodna sktadowej tensora napregzen

J
wzgledem wspoétrzednej x;, p — gestos¢ ciala, b; — sily
wewngetrzne, u; — sktadowe wektora przemieszczenia
u = (uy,uy,uy ), ii; — druga pochodna i-tej sktadowej
wektora u po czasie. W dalszych rozwazaniach pomi-
jany jest wplyw sil bezwtadnosci i sit cigzko$ci (czton

b;1 pii; rownania (13a)).

Warunki brzegowe definiowane sa jako:

T; =0jinj =?,’ dla X; Drt (14a)

u, =u; dlax; 0T, (14b)
gdzie T =(7,,7,,73) jest sila przyloZona na brzegu
dziatajaca na ciato (w jednostkach sita/jednostke mia-
ry na brzegu I, ), wektor n =(ny,n,,n;) jest wekto-
rem normalnym do brzegu I', T=(7,7,,73) jest
zadana funkcja, U =(u,u,,u3) jest zadanym wekto-
rem przemieszczenia na brzegu [, , oraz zachodza za-
leznosci: I, 0N, =1 ,nl,=.

Dla ciat odksztatcanych plastycznie, dla ktorych
odksztatcenia sprezyste moga by¢ pominigte, tensor
odksztatcen definiowany jest jako:

1 HOu; Ou ;

Ponadto na materiat naktadany jest warunek nie-
scisliwosci rownoznaczny z zerowymi warto$ciami
odksztatcenia objetosciowego:

g;(uw)=0mIm=0 (16)

Rownanie konstytutywne. Dla ciat odksztatcanych
plastycznie definiowane jest pojecie potencjatu pla-
stycznego (jest to funkcja nieliniowa). Tensor napre-
zenia mozna zapisa¢ jako sume aksjatora A, opisu-
jacego hydrostatyczny stan naprezenia i decydujacego
o odksztalceniu objgtosciowym, i dewiatora s, opisu-

jacego czyste Scinanie i decydujacego o odksztatce-
niu postaciowym:

O=A;+s

! (17)

1

1
Wielkos¢ p = _gckk jest ci$nieniem hydrosta-

tycznym wewnatrz odksztatcanego ciata.

Zalezno$¢ migdzy dewiatorem tensora naprgzenia
oraz wektorem predkosci odksztatcenia jest przyjmo-
wana zgodnie z prawem Levy-Misesa:

20,
T3% 13

— f2 T
gdzie: 0; = 50 0 - intensywnos¢ napr¢zenia,

- 2.7
& = ,/§8T8 — intensywno$¢ predkosci odksztatce-

nia. g; jest najczesciej postaci:
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0; = f(&,&T,p) (19)

przy czym g —odksztatcenie, ¢ — predkos¢ odksztal-
cenia, 7' — temperatura, p — wektor parametrow row-
nania (18).

Roéwnania rownowagi (13a) i (13b) wraz z warun-
kami (14a), (14b) i (16) oraz prawem konstytutyw-
nym plastycznosci (18) stanowig sformulowanie za-
dania ciata odksztalcanego plastycznie z zachowaniem
warunku niesci§liwosci.

Model tarcia. W przyjetym rozwiazaniu tarcie na
powierzchni styku materiatu z narzedziem zostato
opisane modelem Chena-Kobayashi'ego, w ktorym
napre¢zenie tarcia jest wyrazone jako (Chen i Kobay-

ashi, 1978):
2 i
T =mT . [—arctan q (20)

gdzie m — czynnik tarcia, 7, — wytrzymato$¢ mate-
rialu na Scinanie, ug — predkos$¢ poslizgu materiatu
wzgledem narzedzia, o — stata, ktorej wielkos¢ jest
dobierana tak, aby powyzszy wzor przyjmowat kla-
syczna forme prawa Treski 7 =mr,,,, dla wigkszych
wartosci predkosci u.

3.2.1. Model termomechaniczny

W czasie plastycznego odksztalcania ciata zacho-
dza zjawiska cieplne: generacja ciepta zwiazana z od-
ksztatcaniem i tarciem na powierzchni styku materiat
— narzgdzie oraz wymiana ciepta pomi¢dzy materia-
fem i narzedziem i pomigdzy materialem a otoczeniem.

Roéwnania opisujace przeplyw ciepta w materiale
ograniczonym obszarem Q 0 R® zbrzegiem [ =9Q ,
z uwzglednieniem warunku brzegowego (konwekcji)
i warunku poczatkowego, maja postac:

OkOT )+ w = pcp%—f
Knm)r =BT, -7)+¢ 21

T(x,0) =Ty(x)

gdzie: t —czas, T = T'(x,t) — szukany rozktad tempe-
ratury, 7, — temperatura otoczenia, 7, — poczatkowy
rozktad temperatury (¢ = 0), k — przewodnos¢ cieplna,

[B— wspoétczynnik konwekcji migdzy rozpatrywanym
cialem a otoczeniem, P — ggstos¢ materiatu, ¢, — po-
jemnos¢ cieplna materiatu, 1, — ggstos¢ energii we-
wnetrznego zrodia ciepta, ¢ — strumien ciepta zada-

ny na brzegu I .

3.2.3. Rozwiqzanie

Staba forme dla rozpatrywanego zagadnienia me-
chanicznego (13) otrzymuje si¢ stosujac zasadg pracy
wirtualnej z mnoznikiem Lagrange'a. W wyniku dys-
kretyzacji zadania wariacyjnego metoda elementéw
skonczonych otrzymywany jest uktad roéwnan, dla kto-
rej poszukiwanymi warto$ciami sa wektor predkosci
odksztatcenia i mnoznik Lagrange'a (ﬁ,l). Do roz-
wiazania wykorzystuje si¢ algorytm linearyzacji New-
tona-Raphsona. Znajac informacj¢ o nowym polu pred-
kosci, mozliwe jest wykonanie kroku po czasie i tym
samym zdefiniowanie problemu odksztatcania ciata
jako zadania quasi-stacjonarnego.

Posta¢ dyskretna zasady pracy wirtualnej w kaz-
dym kroku czasowym mozna zapisac jako:

Wi (E,Xt,l'll,Tt_At)Z 0 (22)

gdzie & =(p,m) jest wektorem parametrow rowna-
nia opisujacym napr¢zenie uplastyczniajace (19)
1 czynnika tarcia (20), x' jest wektorem wspotrzednych
wezlow siatki, i’ — wektorem predkosci, T' =B _tem-
peratura.

Zagadnienie cieplne rowniez rozwigzywane jest za
pomoca metody elementéw skonczonych, ktorej wy-
nikiem jest posta¢ dyskretna:

C%+HT’ :P(u’) (23)

gdzie C jest macierza pojemnosci cieplnej, H — ma-
cierza przewodnosci, P(u‘l’ ) — wektorem sit.

W algorytmie rozwiazania w kazdym kroku cza-
sowym rozwigzywane jest oddzielnie zagadnienie
mechaniczne i cieplne, a nastgpnie wyniki sa przeka-
zywane migdzy rozwiazaniami. W konsekwencji wia-
snosci materiatu wyznaczane sa z uwzglednieniem
temperatury w poprzedniej iteracji, a obliczone w za-
daniu mechanicznym napre¢zenia i odksztatcenia wy-
korzystywane sa w modelu cieplnym do okreslenia
ilosci ciepta generowanego w wyniku pracy odksztat-
cenia 1 pracy tarcia. Szczegély takiego rozwiagzania
dla modelu mechanicznego i termomechanicznego
przedstawione sa w Kobayashi i in. (1989) oraz Le-
nard i in. (1999).

3.3. Problem odwrotny

Rozwiazanie termomechanicznych rownan (22) i
(23) dla odksztalcanego materiatu dostarcza informa-
cji orozktadzie, w czasie i przestrzeni, lokalnych war-
tosci naprezen, odksztatcen i temperatury, oraz glo-
balnych wartosciach, takich jak sita F* lub ksztalt ciata
po odksztatceniu G
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Wielkosci te moga by¢ bezposrednio porownane z
wielko$ciami otrzymanymi z do$wiadczenia N¢. Od-
chylenie pomigdzy danymi do$wiadczalnymi a obli-
czonymi zdefiniowane jest poprzez funkcje celu @
wykorzystujaca klasyczna metodg najmniejszych kwa-
dratow. Zatem problem optymalizacji ma postac:

in ®(g) (25)
o, N, V)= ;M pi=v:}

gdzie & — wektor parametrow materialowych i tarcia

(réwnania (19) i (20)), = — przestrzen dopuszczal-
nych wartosci parametrow &, N° — dane wyjsciowe

obliczone na podstawie modelu opisanego rownania-
mi (22) i (23), M — dane do$wiadczalne, n — liczba
punktéw pomiarowych.

Do rozwiazania problemu (25) wykorzystano me-
tode Gaussa-Newtona:

g =8 - [ng H)]dz E) o

gdzie

dCD )dN :

d€
an; GIN; ﬂ 27)
Zﬁ & DdE o

ziﬁ (vee)-w

do
Jg jest Jakobianem macierzy E ze wzgleduna &,

pomijajac pochodne drugiego rzedu.
Zbiezno$¢ algorytmu (26) zalezy od wptywu wek-
tora & na dane wyjsciowe N oraz od macierzy wrazli-

L dF . . .
wosci S = T Macierz S oszacowana moze by¢ ko-

rzystajac z jednej z metod lokalnej analizy wrazliwosci
opisanych w poprzednim rozdziale.

3.4. Analiza wrazliwoS$ci

Jedna z metod wyznaczenia elementéw macierzy
wrazliwosci S jest wykorzystanie metody aproksyma-
cji pierwszego rzedu. Dla kazdej sktadowej wektora
& (i=1..m, gdzie m —wymiar wektora § ) pochodna
ma postac:

— 25—

_dN{(§) _ N/ (E+A%;

__ )N® o
b dg Ag;

Ag;)28)

gdzie e ={ei}, i=1.. m, baza kanoniczna przestrzeni

zawierajacej =

Zalety 1 wady powyzszego rozwiazania przedsta-
wiono w rozdziale opisujacym lokalne metody anali-
zy wrazliwoSci.

Innym rozwiazaniem dla obliczenia macierzy wraz-
liwosci S jest algorytm potanalityczny, ktory z jednej
strony pozwala na ominigcie probleméw zwiazanych
Z numerycznym wyznaczaniem gradientu, a z drugiej
strony nie naktada dodatkowych kosztow zwiazanych
z analitycznym rézniczkowaniem réwnan opisujacych
zachowanie materiatu podczas odksztatcania badz
modeli tarcia. Algorytm wyznaczania macierzy S opie-
ra si¢ bezposrednio na zrézniczkowaniu dyskretnego
zadania bezposredniego opisanego roéwnaniem (22).
Macierz S mozna zapisa¢ w postaci:

gdzie:
& =&+0¢
X’ =x' +d—"tez (30)
g

Wektor predkosci W’ zdefiniowany jest jako:

W =u +dLGE
d&

di’
przy czym E obliczane jest dzigki zrozniczkowa-

niu zagadnienia bezposredniego (22):

aw' _dw| oW di' _
& El Taa &7 31)
& €|, ou dE
Po przeksztalceniach:
di' W aw dW
- = =—-H l(ut (32)
€ 0ou [ a’E de |,

Odwrotnos$¢ hesjanu H™ ( ) jest obliczana pod-
czas rozwigzywania zadania (22) metoda Newtona-
Raphsona.

Pochodne czastkowe W wzgledem wektora & dla
statej wartosci wektora @’ w rownaniu (32) moga by¢

obliczane analitycznie badz numerycznie. Ze wzglg-
du na nieliniowy charakter rbwnan opisujacych wta-
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snos$ci materiatu, zastosowano schemat réznicowy.
Wszystkie wielkos$ci, oprocz predkosci, sa jednocze-
$nie zaburzane, i obliczany jest iloraz réznicowy:

aw| _ . wle® x0a 10)-wlex w ')
=lim (33)
dg |1'1 9-0 68
~ th—At
adzie T2 =T"% + y 6% i z rownania (4):
aw W!EQ X0 ul,7? )
— = lm (34)
dg |, 6-0 6¢
TZ—AZ
Czynnik T obliczany jest na podstawie ostat-

niego kroku rozwigzania (rownanie (35) zamieszczo-
ne ponizej).

Model odwrotny, podobnie jak model bezposred-
ni, wymaga rozwigzania sprz¢zonego zadania termo-
mechanicznego. W pierwszej kolejnosci obliczona jest

_ du' o dr
wielkos¢ 7{, a nastgpnie wielko$¢ d_f na podsta-
wie rownania (23) z wykorzystaniem poétanalityczne-
go schematu:

CCg+HT’ =P(uf)

dEﬂT’ gt _Pl?)-plit) )
&

C =
dt d& 0¢
4. WYNIKI OBLICZEN

Analize wrazliwosci przeprowadzono dla proby
plastometrycznej — spgczania pierscieni (rysunek 1).
Doswiadczenie to jest dedykowane wyznaczaniu
wspolczynnika tarcia (Avitzur, 1968).

Celem analizy byto zbadanie wrazliwo$ci stosun-
ku wymiarow poczatkowych pierscieni Dy:dy:hy, gdzie
D, — poczatkowa srednica zewngtrzna, d, — poczatko-
wa §rednica wewngtrzna, s, — poczatkowa wysoko$¢
piericienia, na ptynigcie materiatu. Do obliczen za-

v
M. ?

Rys. 1. Schemat speczania pierscieni.

stosowano metodg oparta na schemacie réznicowym.
Miar¢ wrazliwo$¢ zdefiniowano jako:

0m. Dy ) =, m__ 4V, Dy.dyly) )
m

Dy, do,hy) dm
gdzie:
v, (Dy,dy.hy) - V(m,Dy,dy,hy) =V (m + bm, Dy, dy hy)
dm Am ’
(37)

m jest wspolczynnikiem tarcia, a ¥V (m, Dy, dg,hy) jest
objetoscia wewngtrznego otworu pierscienia po spe-
czeniu:

he
V(m.Dy,do.hg)=T0[ f7(z)dz (38)
0

gdzie &, — wysokos¢ pierscienia po spgczeniu, f(z) —
funkcja opisujaca ksztatt wewngtrznej srednicy pier-
$cienia po speczeniu. Proces odksztatcenia przepro-
wadzono dla pier§cienia o wymiarach poczatkowych
Dy, dy 1 h.

Obliczenia wykonano dla réznych stosunkéw
Dy:dy:hy, ktoérych wymiary bezwzgledne umieszczo-
no w tablicy 1.

Tablica 1. Wymiary pierscieni uzytych w obliczeniach.

Dy, mm dy, mm hy, mm Dy:dy:hg
12 8 4 6:4:2
12 6 2 6:3:1
12 6 5 6:3:2.5
12 6 6 6:3:3
12 4 6 6:2:3
12 4 4 6:2:2
12 4 2 6:2:1

Dodatkowo przeprowadzono obliczenia dla roz-
nych gestosci siatek, przy czym nie stwierdzono wpty-
wu wielkosci elementu siatki na wynik obliczen (dla
dostatecznie gestych siatek).

Wyniki obliczen przedstawiono na rysunku 2. Wraz
ze wzrostem stosunku Srednicy wewngtrznej do ze-
wngetrznej zmniejsza si¢ wrazliwo$¢ na wspotezynnik
tarcia. Przy stosunku Dy:d, rownym 6:4 nie obserwu-
je si¢ wlasciwie wrazliwo$ci na tarcie, szczegdlnie dla
wigkszych warto$ci parametru tarcia. Tarcie ma naj-
wigkszy wpltyw na ptynigcie materiatu dla pierscieni
o matej Srednicy wewngtrznej (d,) i matej wysokosci
(hy), jednak przy wigkszych wspotczynnikach tarcia
dla pierscieni tych rozmiarow $rednica wewngtrzna w
trakcie odksztalcania osiaga wartosci bliskie zeru (nie-
mozliwe jest juz swobodne ptynigcie materiatu do
wewnatrz) i tym samym wrazliwos$¢ obniza si¢ (wy-
kres dla pierscienia o wymiarach Dy = 12 mm, d, = 4
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mm, A, =2 mm). Dla malych wspotczynnikow tarcia
moga wystapi¢ trudnosci z interpretacja wynikoéw do-
swiadczenia niezaleznie od wymiardw poczatkowych
pierscienia.

-6 —

A p 12xp8xa
@-0@® ) 12xp6x2
- ) 12x¢p6x4
Q9@ 12xp6x6
< -4 —| | W ¢ 12x04x6
° S P 12xPaxa
Qe H PP ¢ 12xpax2
£

S

Rys. 2. Wyniki obliczen wrazliwosci ze wzgledu na wymiary po-
czqtkowe pierscieni.

5. PODSUMOWANIE

Praca podzielona zostala na trzy czgsci. W pierw-
szej zamieszczono klasyfikacje metod analizy wrazli-
wosci oraz pokazano obszary stosowania poszczegol-
nych z nich. W drugiej pokazano praktyczne
wykorzystanie lokalnych metod analizy wrazliwosci
dla zagadnienia odwrotnego identyfikacji parametrow
réwnan wlasnosci materiatowych i tarcia. Opracowa-
ny zostal algorytm obliczajacy wrazliwosci, ktory be-
dzie miat zastosowanie w procedurach optymalizacji
stosowanych w metodzie odwrotnej oraz w badaniu
poprawnos$ci samego modelu symulujacego odksztat-
canie ciata. W ostatniej czg$ci pracy przeprowadzono
obliczenia wrazliwos$ci proby spgczania pierScieni na
wspoélczynnik tarcia ze wzgledu na poczatkowe wy-
miary probek. Gradient aproksymowano schematem
réznicowym. Analiza pokazata, ze Srednica wewngtrz-
na pierscienia jest najbardziej wrazliwym wymiarem
na wspotczynnik tarcia, przy czym istotny jest tez sto-
sunek srednicy wewngtrznej do zewngtrznej. Nato-
miast dla matych wartos$ci tarcia, niezaleznie od
wszystkich wymiardw pierscienia, interpretacja wyni-
kéw moze by¢ trudna.

Uwaga koncowa. Praca wykonana w ramach ba-
dan wlasnych, nr uczelniany 10.10.110.641.
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