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ZASTOSOWANIE ROWNOLEGLYCH KODOW HP ADAPTACJI
DO EFEKTYWNEGO DOKEADNEGO ROZWIAZYWANIA

PROBLEMOW DWU I TROJWYMIAROWYCH

MAcIEJ PAszyNskl1, LESZEK DEMKoOwICZ

APPLICATION OF PARALLEL HP ADAPTIVE CODES FOR EFFICIENT
ACCURATE SOLVING OF 2D AND 3D PROBLEMS

Abstract

In many engineering problems the finite element method domain consists in areas described by different
material constants. In such a case, there are singularities of the numerical solution at interfaces of different
materials. To minimize the error of the solution, the finite element mesh must be refined. This paper presents
a description of a 2D and 3D parallel fully automatic hp-adaptive finite element codes. The codes refine in
a fully automatic mode initial finite element mesh in order to minimize error of the numerical solution. The
hp adaptive strategy delivers fastest convergence of the size of the finite element mesh with respect to the
error of the solution of the problem under consideration, within all known adaptive strategies. The paralle-
lization of the hp adaptive codes allows use the strategy to solve large engineering problems in reasonable

time.

1. WPROWADZENIE

Proby modelowania bazujace na tradycyjnej Me-
todzie Elementow Skonczonych (MES) napotykaja na
szereg ograniczen metodologicznych oraz technicz-
nych. W trakcie symulacji pojawiaja si¢ czgsto lokal-
ne osobliwosci rozwiazania numerycznego. W przy-
padku probleméw eliptycznych btad propaguje si¢ na
caly obszar obliczeniowy i rozwiazanie numeryczna
zawiera wowczas duzy btad globalny. W celu popra-
wienia jako$ci rozwiazania konieczna jest adaptacja
siatki. Dodatkowym powaznym ograniczeniem jest
czasochtonnos¢ obliczeniowa, spowodowana duzym
zageszezeniem siatki elementow skonczonych, wyma-

ganym dla poprawienia jako$ci rozwigzania numerycz-
nego w miejscach wystgpowania osobliwosci.
Metoda Ap adaptacji polega na rownoczesnym za-
stosowaniu elementow skonczonych o lokalnie zmie-
niajacym si¢ rozmiarze /, oraz rzedzie aproksymacji
wielomianowej p. Uzasadnienie stosowania elemen-
tow hp jest nastgpujace. Podczas rozwiazywania row-
nan rézniczkowych czastkowych metoda elementoéw
skonczonych, w modelowanym obszarze wystepuja
osobliwo$ci, zwiazane np. z nieciagtoscia parametrow
modelu (statych materiatowych, warunkéw brzego-
wych) czy ksztattem modelowanego obszaru. Czgsto
modelowany obszar podzielony jest na podobszary
opisane z pomoca réznych stalych materiatowych r6z-
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nigcych si¢ niekiedy o kilka rzgdéw wielkosci. Oso-
bliwos$ci te moga mie¢ postac¢ pojedynczych punktow
lub by¢ zlokalizowane wokot granicy kilku obszaréw
opisanych ré6znymi parametrami fizycznymi. W tych
obszarach wystepuja duze gradienty funkcji rozwia-
zania, co prowadzi do duzych btedow numerycznych.
Dla poprawy jako$ci rozwiazania i minimalizacji kosz-
tow obliczeniowych, konieczne jest lokalne zagesz-
czenie siatki elementéw w obszarze osobliwosci, oraz
stopniowe zwigkszanie rzedu aproksymacji na elemen-
tach skonczonych w poblizu osobliwos$ci. Kody auto-
matycznej hp adaptacji (Demkowicz, 2002a; Demko-
wicz 1 in., 2002b; Rachowicz i in., 2004; Kurtz, 2005;
Paszynski 1 in., 2005a; Paszynski i in., 2006) wyko-
nuja te zadania w pelni automatycznie, analizujac btad
rozwiazania MES na aktualnej siatce elementdw skon-
czonych, i podejmujac decyzje o rodzaju zageszczen
siatki 1 zwigkszaniu rzedu aproksymacji. Kod auto-
matycznej adaptacji sp potrafi automatycznie podjac
decyzje, ktore elementy skonczone nalezy podzieli¢
(zagesci¢ siatke MES), oraz na ktérych elementach
nalezy zwigkszy¢ rzad aproksymacji. Umiejgtnosé
podejmowania decyzji o lokalnych adaptacjach siatki
elementow minimalizuje koszt obliczen numerycz-
nych. Wystarczy bowiem dokona¢ adaptacji siatki
MES w obszarach wystgpowania osobliwos$ci, o du-
zym bledzie rozwiazania numerycznego. Miejsca te
stanowia zwykle pewna niewielka cz¢s¢ modelowa-
nego obszaru. Unikamy w ten sposob duzego kosztu
obliczeniowego wystepujacego przy globalnych ada-
ptacjach siatki, takich jak globalne zaggszczenie siat-
ki MES (podzielenie kazdego elementu skonczone-
go) lub globalne zwigkszenie rzedu aproksymacji
(zwigkszenie rzedu aproksymacji na kazdym elemen-
cie). Z pomoca strategii automatycznej hp adaptacji
mozliwe jest uzyskanie rozwiazania numerycznego z
duza doktadnoscia na optymalnej pod wzgledem ilo-
$ci stopni swobody siatce MES. Rozwiazano za jej
pomoca problemy z dokladnos$cia siggajaca
0.0000000001% btedu wzglednego w normie energe-
tycznej (z doktadnos$cia 10 cyfr po przecinku) (Paszyn-
skiiin., 2005c). Dzigki zastosowaniu wersji rownole-
glej kodu, mozliwe jest wykonanie szeregu obliczen
dla duzych probleméw z dobra doktadnoscia w krot-
kim czasie.

Metoda elementow skonczonych w konwencjonal-
nym podejsciu jest dobrze udokumentowana i po-
wszechnie wykorzystywana do obliczania rozktadu
ciepla, rozktadu fal elektromagnetycznych i akustycz-
nych, oraz do modelowania zjawisk zachodzacych w
odksztalcanym materiale. Metody adaptacyjne byly z
powodzeniem uzywane do obliczen rozktadu ciepta,
rozktadu fal elektromagnetycznych i akustycznych
(Demkowicz, 2002a; Demkowicz i in., 2002b; Racho-
wicz iin., 2004) oraz do obliczania odksztatcen mate-

riatow (Babuska, 1981; Chang i Demkowicz, 1995;

Remakle i in., 2000).

Schemat automatycznej adaptacji /p jest niezalez-
ny od modelowanego problemu, bo szacowanie btedu
MES i decyzja o optymalnym lokalnym zaggszczaniu
siatki 1 zwigkszeniu rzedu aproksymacji wielomiano-
wej podejmowana jest na podstawie poréwnania roz-
wiazan na dwoch siatkach elementow: aktualnej siat-
ce rzadkiej, oraz na siatce zaggszczonej powstalej
poprzez podzielenie kazdego elementu skonczonego
i jednorodnemu zwigkszeniu rzgdu aproksymacji.

Zréwnoleglanie kodow /p adaptacji jest zadaniem
trudnym. Jedyne znane nam kody rownolegte wspie-
rajace hp adaptacje to kod opracowany przez Joe
Flacherty w kontekscie Discontinuous Galerkin Me-
thods (DG) (Remacle i in., 2005), oraz kod opracowa-
ny przez Abani Patra (Patra, 1995), ktory ma swoje
korzenie w pracach Leszka Demkowicza. Zaden z tych
kodoéw nie wspiera automatycznej /ip adaptacji.

Réwnolegla wersja kodow automatycznej hp ada-
ptacji (Paszynski 1 in., 2005a; Paszynski i in., 2006)
powstata poprzez zréwnoleglenie wersji sekwencyj-
nych dwu i trojwymiarowych (Demkowicz, 2002a;
Demkowicziin., 2002b; Rachowicz i in., 2004; Kurtz,
2005). Wersja rownolegta pozwala na efektywne zre-
dukowanie czasu obliczen. Zréwnoleglenie sekwen-
cyjnych wersji dwu i tréjwymiarowych kodoéw auto-
matycznej hp adaptacji objgto wszystkie etapy
algorytmu:

1. Obszar obliczeniowy dzielony jest na podobszary
przypisane do poszczegolnych procesordw. Inny-
mi stowy implementacja rownolegta opiera si¢ na
paradygmacie dekompozycji obszaru obliczenio-
wego.

2. Obciazenia poszczegodlnych procesorow zwiazane
z kosztem obliczen nad poszczegdlnymi podobsza-
rami rownowazone sa W kazdej iteracji procesu
automatycznej hp adaptacji. Biblioteka ZOLTAN
(Devine 1 in., 1999) uzywana jest do podejmowa-
nia decyzji o rownomiernym podziale obszaru ob-
liczeniowego na podobszary w celu zrownowaze-
nia obcigzen numerycznych. Na poczatku kazdego
kroku iteracji, po skonstruowaniu nowej doktad-
niejszej siatki obliczeniowej, pewne elementy skon-
czone wysytane sa do innych podobszarow.

3. Rozwazany problem rozwiazywany jest z pomoca
rownolegtego solwera wielofrontalnego (Geng,
1997).

4. Algorytmy podejmowania decyzji o optymalnych
zageszezeniach siatki 1 optymalnym zwigkszaniu
rz¢du aproksymacji wielomianowej pracuja w pelni
rownolegle nad poszczegdlnymi obszarami obli-
czeniowymi. Na tym etapie konieczna jest komu-
nikacja pomigdzy procesorami w celu zapewnie-
nia globalnej integralnosci siatki.



Kod réwnolegly zaimplementowany zostat w je-
zyku Fortran 90 w oparciu o paradygmat wymiany
komunikatow (Message Passing) z zastosowaniem
standardu Message Passing Inteface (MPI), a decyzje
o optymalnych podziatach siatki obliczeniowej opar-
to na bibliotece ZOLTAN (Devine i in., 1999).

Przyktady numeryczne obejmuja
1. Dwuwymiarowy problem wzorcowy obliczenia

rozktadu ciepta w obszarze w ksztatcie litery L,

opracowany przez Ivo Babuske (Babuska i in.,

1986a; Babuska i in., 1986b)

2. Dwuwymiarowy problem obliczenia anizotropo-
wego rozktadu ciepta we wnetrzu baterii ze staty-
mi materialowymi réznigcymi si¢ o 6 rzedow wiel-
kosci, pochodzacy z Sandia National Laboratories
w Los Alamos, USA

3. Tréjwymiarowy problem wzorcowy Fichery, obli-
czenia rozktadu ciepta w kostce z usunigta 1/8 czg-
Scig kostki

4. Tréjwymiarowy problem obliczenia rozktadu fal
elektromagnetycznych w warstwach gorotworu z
anteny nadawczej umieszczonej w otworze odwier-
tu, majacy zastosowanie w identyfikacji lokaliza-
cji zt6z ropy naftowe;.

Strategie adaptacji siatki

W celu zminimalizowania btedu rozwiazania nu-
merycznego w obszarach wystepowania osobliwosci
konieczne jest zastosowanie adaptacji siatki MES.
Strategie adaptacji siatki sklasyfikowa¢ mozna nastg-
pujaco:

1. Jednorodna 4 adaptacja, w ktorej wszystkie ele-
menty skonczone na catej siatce obliczeniowe;j
dzielone sa na 4 mniejsze elementy dla probleméw
dwuwymiarowych lub na 8§ mniejszych elementow
dla problemow tréjwymiarowych.

2. Jednorodna p adaptacja, w ktérej wielomianowy
stopien aproksymacji podnoszony jest globalnie na
wszystkich elementach skonczonych w catym ob-
szarze siatki MES.

3. h adaptacja, w ktorej jedynie niektore elementy
skonczone sa tamane, tylko w tych miejscach ob-
szaru obliczeniowego w ktorych btad rozwiazania
numerycznego jest duzy. W przypadku obszaru
dwuwymiarowego mozliwe jest zlamanie elemen-
tu skonczonego w kierunku poziomym, pionowym
lub w obydwu kierunkach. W przypadku obszaru
trojwymiarowego mozliwe jest zlamanie elemen-
tu skonczonego w jednym z trzech kierunkdéw osi
X, ¥, z lub w dwdch lub w trzech kierunkach jedno-
czesnie.

4. hp adaptacja, w ktorej jedynie niektore elementy
skonczone sa tamane, oraz wielomianowy rzad
aproksymacji podnoszony jest jedynie na niekto-
rych elementach skonczonych.

Dokonamy teraz poréwnania wszystkich powyz-
szych strategii adaptacji, opierajac si¢ na wzorcowym
problemie obliczenia rozktadu ciepla w obszarze w
ksztalcie litery L, zaproponowanym przez [vo Babuske
(Babuska i in., 1986a; Babuska i in., 1986b)
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Rysunek 1. Warunki brzegowe dla problemu obliczenia rozktadu
ciepta w obszarze w ksztalcie litery L (boundary conditions for L-
shape domain heat transfer problem).

Powyzszy uktad rownan zapisany zostal w karte-
zjanskim uktadzie wspotrzednych o poczatku w punk-
cie O, przedstawionym na rysunku 1. Zerowy waru-
nek brzegowy Dirichleta zatozony zostat na dwoch
wewngetrznych krawedziach obszaru, warunek brze-
gowy Neumanna zalozony zostat na czterech ze-
wnetrznych krawedziach obszaru, patrz rysunek 1.

Po prawej stronie warunku brzegowego Neuman-
na zdefiniowanego we wzorze (1) wystepuje funkcja
g, ktora obliczana jest na podstawie znanego rozwia-
zania doktadneg

sin2fo 1
u(r,8)=r sin3 [P +—-0 )
gdzie (r, 0) to wspotrzedne w biegunowym uktadzie
wspotrzednych o poczatku w punkcie O, zorientowa-
nym przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, przed-
stawionym na rysunku 1. Pierwsze pochodne rozwia-
zania sg osobliwe w punkcie centralnym obszaru. Z
tego powodu w punkcie tym wystgpuja osobliwosci
rozwigzania numerycznego. W celu polepszenia ja-
kosci rozwiazania konieczna jest adaptacja siatki MES.

Dla tak zdefiniowanego problemu uruchomiono
wszystkie powyzsze strategie adaptacji siatki. Auto-
matyczny kod Ap adaptacji umozliwia réwniez uru-
chamianie wymienionych prostszych strategii adapta-
cji. Porownanie siatek optymalnych dostarczajacych
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rozwiazanie z doktadnoscia 0.1% btedu wzglednego
W normie energetycznej zaprezentowano na rysunku
2. Btad wzgledny w normie energetycznej e, doty-
czacy rozwiazania na danej siatce elementow skon-
czonych zdefiniowany jest jako

o = P p+ !
rel ) (3)
h
A,pﬂ |

gdzie u,,, 0znacza rozwiazanie na danej siatce elemen-

tow skonczonych, ”%’pﬂ oznacza rozwiazanie na

siatce powstatej poprzez podzielenie kazdego elementu
z danej siatki na 4 elementy (w przypadku siatki dwu-
wymiarowej) lub 8 elementow (w przypadku siatki
tréjwymiarowej) oraz podniesieniu rz¢du aproksyma-
cji wielomianowej o 1 we wnetrzu kazdego elementu,
na kazdej krawedzi elementu oraz na kazdej $cianie
elementu w przypadku siatki trojwymiarowej, nato-

miast || ||1 oznacza norme energetyczng czyli normg w

przestrzeni Sobolewa H'.

Porownanie zbiezno$ci poszczegodlnych metod ada-
ptacji przestawiono na rysunku 3. Pozioma o$ przed-
stawia logarytm dziesigtny z ilo$ci stopni swobody na
aktualnej siatce MES, pionowa 0§ przedstawia pro-
cent btedu wzglednego rozwiazania w normie ener-
getycznej.

Najbardziej kosztowna strategia adaptacji jest jed-
norodna /4 adaptacja. Nastepne klasyfikuja si¢ meto-
dy jednorodnej p adaptacji uruchomione na siatce star-
towej ztozonej z 3 1 12 elementow. Metody p adaptacji
ograniczone sg przez maksymalny stopien wielomia-
nu p = 9 zaimplementowany w kodzie.

Kod automatycznej 4 adaptacji zageszcza siatke w
kierunku centralnej osobliwosci. W celu wygtadzenia
rozwiazania na pozostalej czegSci obszaru konieczne
byto zageszcezenie siatki elementow skonczonych. Kod
automatycznej hp adaptacji tamie elementy skonczo-
ne w okolicy centralnej osobliwo$ci, a w pozostatej
czesei obszaru modyfikuje odpowiednio stopien aprok-
symacji wielomianowej. Maksymalna doktadnos¢
uzyskana przez nas z pomoca metody 4 adaptacji to
0.07% btedu wzglednego w normie energetycznej dla
1700 stopni swobody (patrz rysunek 3). Podobna do-
ktadnos¢ rozwiazania uzyska¢ mozna z pomoca kodu
hp adaptacji uzywajac jedynie okoto 900 stopni swo-
body. Wynika stad ze z pomoca metody /p adaptacji
mozliwe jest uzyskanie rozwiazania o takiej samej
doktadnosci na siatce elementow skonczonych zawie-
rajacej istotnie mniej stopni swobody. Metoda hp ada-
ptacji jest wigc rozwigzaniem tanszym od metody 4
adaptacji, poniewaz koszt rozwiazania problemu ro-
$nie wraz z ilo$cig uzytych stopni swobody.

Poczawszy od pewnego momentu, jedynie meto-
da hp adaptacji zbiega si¢ asymptotycznie na wykre-
sie na ktorym btad wzgledny przedstawiono wzgleg-
dem ilo$ci stopni swobody w potedzie 1/3 (patrz gorny
wykres na rysunku 3). Mowimy ze jedynie metoda hp
adaptacji zbiega si¢ eksponencjalnie. Na wykresie na
ktorym przedstawiono logarytm dziesig¢tny btedu
wzglednego w normie energetycznej wzgledem loga-
rytmu z ilo$ci stopni swobody, metoda /4 adaptacji
zbiega sig¢ asymptotycznie, natomiast metoda Ap ada-
ptacji zbiega si¢ jeszcze szybciej (patrz dolny wykres
na rysunku 3). Eksponencjalna zbieznos¢ metody hp
adaptacji jest potwierdzona teoretycznie (Schwab,
1998).

Z naszych do$wiadczen wynika ze punkt na krzy-
wej zbieznosci w ktorym hp adaptacja zyskuje prze-
wage nad 4 adaptacja wystepuje tym blizej i bardziej

Rysunek 2. Poréwnanie siatki optymalnej uzyskanej z pomocq metody h adaptacji (dla p = 2) z siatkq optymalnq uzyskana z pomocq metody
hp adaptacji dostarczajqce rozwiqzanie z doktadnosciq 0.1%. Automatyczna hp adaptacji tamie elementy skoriczone w obszarze osobliwo-
Sci, podnoszqc stopien aproksymacji wielomianowej w pozostalym obszarze siatki. Rozne kolory oznaczajq rozny stopien aproksymacji
wielomianowej p=1,2,...,8. (Comparison of optimal h-adaptive (p = 2) and hp-adaptive meshes delivering 0.1 % accuracy. The hp FEM
keeps breaking the elements at the singularity point but replaces the h refinements in the regular regions with higher order elements. The

color scale indicates varying order of polynomial degree p = 1,2,...,8).
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Rysunek 3. Porownanie zbieznosci dla strategii jednorodnej h
adaptacji, jednorodnej p adaptacji (dla 3 lub 12 elementow siatki
poczatkowej), h adaptacji (dla p = 2), oraz hp adaptacji. Metoda
hp adaptacji zbiega sie asymptotycznie na wykresie na ktorym btqd
wzgledny przedstawiono wzgledem ilosci stopni swobody w pote-
dzie 1/3. Metoda h adaptacji zbiega sie asymptotycznie na wykre-
sie na ktorym przedstawiono logarytm z bledu wzglednego w od-
niesieniu do logarytmu z ilosci stopni swobody, natomiast metoda
hp adaptacji zbiega sie jeszcze szybciej. (Comparison of conver-
gence for uniform h, uniform p (two initial meshes of 3 or 12 ele-
ments), h-adaptive (p = 2), and the hp-adaptive refinements. The
method of hp adaptivity converges in assymptotic way when rela-
tive error is drawn versus number of degrees of freedom in power

of '1/3. The method of h adaptivity converges exponentially on log-
log scale, and the hp adaptivity is faster in such a case).
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Citsrar asympiotvomej fhieinodai hp adaplacji

ztozony jest rozwazany problem. Na przyktad dla opi-
sanego ponizej dwuwymiarowego problemu oblicze-
nia anizotropowego rozktadu ciepta we wnetrzu bate-
rii, metoda Ap adaptacji dostarcza rozwiazanie z
doktadnoscia 1% na siatce zawierajacej 7 tysigcy stop-
ni swobody, metoda p adaptacji startujaca z zaprojek-
towanej r¢cznie przez specjaliste siatki potrzebuje 250
tysigcy stopni swobody dla zapewnienia doktadnos$ci
1%, natomiast metoda / adaptacji nie jest w stanie w
ogoble osiagnac takiej doktadnosci.

2. ROZPROSZONA STRUKTURA
DANYCH DO PRZECHOWYWANIA
SIATKI ELEMENTOW
SKONCZONYCH

2.1. Rodzaje uzytych elementéw skonczoncyh

Sekwencyjny dwuwymiarowy kod automatycznej
hp adaptacji uzywa elementoéw trojkatnych oraz pro-
stokatnych. Mozliwe jest taczenie obydwu rodzajow
elementoéw na jednej siatce. Sekwencyjny kod trojwy-
miarowy uzywa elementow prostopadtosciennych.
Kody réwnolegle uzywaja wylacznie elementéw pro-
stokatnych w przypadku siatek dwuwymarowych oraz
prostopadtosciennych w przypadku siatek trojwymia-
rowych.

Kazdy element prostopadioscienny w trzech wy-
miarach posiada 8 wierzchotkow w ktorych stopien

ikt slop swobody

aproksymacji wiclomianowej wynosi 1. Kazdy ele-
ment element prostopadtoscienny posiada 12 krawe-
dzi. Rzad aproksymacji wielomianowej na kazdej kra-
wedzi moze zmienia¢ si¢ dowolnie od pierwszego do
maksymalnego zaimplementowanego stopnia (w ak-
tualnej wersji kodu maksymalny stopien aproksyma-
cji wielomianowej ustalony zostal na 9, jednakze
zwigkszenie maksymalnego stopnia aproksymacji jest
trywialne 1 wymaga jedynia dodanie nowych funkcji
ksztattu do rodziny hierarchicznych funkcji ksztattu).
Na kazdej krawedzi uzyte zostaly jednowymiarowe
hierarchiczne funkcje ksztattu Lagrange'a, ktdre umoz-
liwiaja proste zwigkszanie stopnia aproksymacji wie-
lomianowej (Demkowicz, i in. 2002b). Na kazdej $cia-
nie elementu prostopadtosciennego uzyte zostaly
dwuwymiarowe hierarchiczne funkcje ksztattu zdefi-
niowane jako iloczyn tensorowy dwoch jednowymia-
rowych hierarchicznych funkcji ksztattu (Demkowicz
1 in., 2002b). Umozlwiaja one dowolne zmiany stop-
nia aproksymacji wielomianowej, od pierwszego do
maksymalnego stopnia, w kazdym z dwodch kierun-
kow w lokalnym uktadzie wspotrzednych $Sciany. We
wnetrzu kazdego elementu prostopadtos$ciennego uzy-
te zostaly trojwymiarowe hierarchiczne funkcje ksztat-
tu zdefiniowane jako iloczyn tensorowy trzech jedno-
wymiarowych hierarchicznych funkcji ksztattu
(Demkowicz i in., 2002b). Umozliwiaja one dowolne
zmiany stopnia aproksymacji wielomianowej, od
pierwszego do maksymalnego, w kazdym z trzech kie-
runkow w lokalnym uktadzie wspotrzednych elemen-
tu. Tak wiec kazdy element skonczony moze mie¢ r6z-
ne stopnie aproksymacji wielomianowej na kazdej
krawedzi, r6zne stopnie aproksymacji wielomianowe;j
na kazdej $cianie w kazdym z dwoch kierunkow, oraz
we wnetrzu, w kazdym z trzech kierunkow.

Elementy prostokatne na siatkach dwuwymiaro-
wych maja podobna strukture, posiadaja 4 wierzchot-
ki ze stopniem aproksymacji wielomianowej ustalo-
nym na 1, 4 krawedzie z dowolnym stopniem
aproksymacji wielomianowej, i $rodek z dowolnymi
stopniami aproksymacji wielomianowej w kazdym z
dwodch mozliwych kierunkéw (Demkowicz, 2002a).

Mowimy ze element posiada jednorodny stopien
aproksymacji wielomianowej p jesli stopien aproksy-
macji kazdej jego krawedzi, kazdej $ciany w kazdym
z dwoch kierunkéw oraz jego wnetrza w kazdym z
trzech kierunkéw wynosi p.

2.2. Odwzorowanie geometrii modelowanego
obszaru

Geometria modelowanego obszaru opisana jest z
pomoca listy tzw. obiektéw GMP (Geometrical Mo-
deling Package) (Dong Xue iin., 2002), definiujacych
ptaszczyzny, cylindry, sfery oraz elipsoidy. Pakiet
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GMP jest pakietem otwartym, mozliwe jest definio-
wanie 1 dodawanie nowych typoéw obiektow GMP.
Elementy skonczone siatki poczatkowej rozpinane sa
na obiektach GMP. Krawedzie i $ciany uzywanych
elementéw prostopadtosciennych automatycznie
aproksymuja geometri¢ modelowanego obszaru zde-
finiowanego za pomoca obiektéw GMP (Dong Xue 1
in., 2002). Opisane powyzej elementy prostopadto-
Scienne sa to tzw. elementy izoparametryczne, w kto-
rych te same funkcje ksztaltu uzywane sa do aproksy-
macji rozwiazania jak i do aproksymacji geometrii
modelowanego obszaru. Oznacza to na przyktad ze
jesli okreslimy geometri¢ obszaru jako obieckt GMP
definiujacy cylinder, oraz dwoch obiektow GMP de-
finiujacych ptaszczyzny definiujacych spod i gore
cylindra, a nast¢pnie wypelimy cylinder 4 prostopa-
dtosciennymi elementami skonczonymi w ktorych
uzyto jednorodnego stopnia aproksymacji wieclomia-
nowej p = 1, wowczas obszar obliczeniowy bedzie miat
ksztatt prostopadlo$cianu, poniewaz wielomiany
pierwszego rzedu nie sa wstanie odzworowac geome-
trii cylindra. Konieczne jest uzycie siatki poczatko-
wej zawierajacej np. 4 elementy o jednorodnym stop-
niu aproksymacji wielomianowej p = 2. Nazwa
clement "prostopadto$cienny" jest wigc o tyle myla-
ca, ze element ten moze odwzorowac praktycznie do-
wolnie skomplikowana geometri¢. Innymi stowy kra-
wedzie elementoéw "prostopadiosciennych" moga by¢
opisane z pomoca wielomianow dowolnego stopnia,
od pierwszego do takiego rzedu aproksymacji wielo-
mianowej, ktory jest uzywany na tej krawedzi w celu
aproksymacji rozwiazania uzywanego problemu. Scia-
ny elementow "prostopadtosciennych" moga by¢ opi-
sane z pomoca wielomianéw dowolnego stopnia w
kazdym z dwoch mozliwych kierunkow, w lokalnym
uktadzie wspotrzednych Sciany, od pierwszego do ta-
kiego rzedu aproksymacji wielomianowej, ktory jest
uzywany na tej $cianie w celu aproksymacji rozwia-
zania uzywanego problemu. Przyktadem skompliko-
wanej geometrii opisanej z pomoca pakietu GMP i
modelowanym z pomoca trojwymiarowego kodu au-
tomatycznej 4p adaptacji z uzyciem opisanych powy-
zej elementow "prostopadtosciennych" jest model
ludzkiej gtowy (Dong Xue, 2005).
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2.3. Adaptacje siatki

W czasie dziatania algorytmu automatycznej hp
adaptacji elementy skonczone z poczatkowej siatki
MES moga zosta¢ podzielone na nowe mniejsze ele-
menty. Element prostokatny z siatki dwuwymiarowe;j
moze zosta¢ podzielony na 4 nowe elementy, lub na 2
nowe elementy w jednym z dwoch mozliwych kie-
runkow. Element prostopadtoscienny z siatki trojwy-
miarowej moze zosta¢ podzielony na 8 nowych ele-
mentow, lub na 4 nowe elementy w jednym z trzech
mozliwych kierunkdw, lub na 2 nowe elementy w jed-
nym z 3 mozliwych kierunkow. W strukturze danych
przechowywane sa jedynie elementy siatki poczatko-
wej. Nowe elementy, powstale w wyniku dziatania
adaptaciji, nie sq przechowywane w strukturze danych.
Zamiast tego, w strukturze danych tworzone sa wezty
nowo powstatych elementow. Wezly te przechowy-
wane sa w drzewach o wierzchotkach w weztach ele-
mentow siatki poczatkowe;j.

Rozwazmy dla przyktadu podziat elementu siatki
poczatkowej na 2 nowe elementy, przedstawiony na
rysunku 4.

1. Powstaja dwa nowe wezly reprezentujace $rodki
nowych elementow, oraz 1 nowy wezel reprezen-
tujacy $ciang wspolna nowych elementow. Nowo
powstale wezly staja si¢ dzie¢mi wezta srodka ele-
mentu siatki poczatkowe;j.

2. Powstaje 8 nowych weztow reprezentujacych $cia-
ny boczne nowych elementéw oraz 4 nowe wezly
reprezentujace krawedzie wspolne nowych elemen-
tow. Nowo powstale wezly staja sig¢ dzie¢mi odpo-
wiednich weztow reprezentujacych §ciany elemen-
tu siatki poczatkowe;j.

3. Powstaje 8 nowych weztow reprezentujacych kra-
wedzie boczne nowych elementow. Nowo powstale
wezly staja sig¢ dzie¢mi odpowiednich weztow re-
prezentujacych krawedzie elementu siatki poczat-
kowej.

Mowimy ze podczas dzielenia elementu famane jest
jego wnetrze (punkt 1), famane sa jego $ciany (punkt
2), famane sa jego krawedzie (punkt 3). W przypadku
dalszych adaptacji siatki, powstaja wielopoziomowe

Rysunek 4. Podzielenie elementu na 2 nowe elementy (Breaking of an element into 2 son elements).
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drzewa weztow o korzeniach w weztach elementow
siatki poczatkowej. Obliczenia MES prowadzone sa
na aktywnych elementach wyznaczanych poprzez prze-
gladanie drzew weztow elementow siatki poczatko-
wej. Wezty aktywnych elementow to liscie drzew prze-
chowywanych w strukturze danych.

2.4. Rozproszona struktura danych

Siatka elementow skonczonych przechowywana
jest w rozproszonej strukturze danych (Paszynski i in.,
2005a; Paszynski i in., 2006), przedstawionej na ry-
sunku 5. Kazdy procesor przechowuje wszystkie
obiekty GMP definiujace geometri¢ modelowanego
obszaru. Na poczatku obliczen kazdy procesor gene-
ruje elementy skonczone siatki poczatkowej w nie-
ktorych obiektach GMP, ktore zostaty mu przypisane
w taki sposob aby kazdy procesor miat podobna ich
liczbg. Elementy skonczone siatki poczatkowej prze-
chowuja wskazniki do obiektow GMP w ktorych zo-
staly wygenerowane. Ponadto kazdy element siatki
poczatkowej przechowuje wskazniki do wszystkich
sasiadujacych elementow siatki poczatkowej, ktdre
moga rowniez znajdowac si¢ na sasiednich proceso-
rach. W czasie dziatania algorytmu automatycznej Ap
adaptacji elementy skonczone z poczatkowej siatki
MES moga zosta¢ podzielone na nowe mniejsze ele-
menty. W strukturze danych przechowywane sa we-
zty nowo tworzonych elementow, w postaci drzew o
korzeniach w weztach elementow siatki poczatkowe;j.
Tak wigc jesli dany element aktywny potrzebuje wy-
znaczy¢ sasiadujace elementy aktywne, konieczne jest
przejscie do korzenia drzewa weziow, do elementu
siatki poczatkowej, nastepnie znalezienie sasiaduja-
cego elementu siatki poczatkowej z uzyciem wskaz-
nikow do sasiadow przechowywanych w elementach
siatki poczatkowej, i w koncu zejscie w dot drzew
weztow sasiadujacego elementu siatki poczatkowej
(drzewa weztdw rosna "korzeniami do gory").

2.5. Zasady regularnosci siatki

W czasie wykonywania adaptacji siatki, wymusza-
ne sg nastgpujace zasady regularnosci siatki:

1. Wnetrze elementu zawsze moze zosta¢ ztamane.

2. Sciana elementu moze zostaé ztamana tylko wte-
dy gdy ztamane sa wszystkie wnetrza elementow
sasiadujacych do danej Sciany.

3. Krawedz elementu moze zostac ztamana tylko wte-
dy gdy ztamane sa wszystkie Sciany sasiadujace z
dang krawedzia.

4. Dany element moze zosta¢ ztamany tylko jeden raz
bez koniecznos$ci tamania elementdéw sasiaduja-
cych.

5. Stopien aproksymacji wiclomianowej na $cianie
elementu nie moze by¢ wiekszy niz stopien aprok-
symacji we wnetrzu elementu w stosownym kie-
runku.

6. Stopien aproksymacji wiclomianowej na krawedzi
elementu nie moze by¢ wigkszy niz stopien aprok-
symagcji na $cianie elementu w stosownym kierun-
ku.
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Rysunek 5. Rozproszona struktura danych do przechowywania siat-
ki MES (Distributed data structure for finite element mesh).

Reguty 51 6 nosza nazwe regutf minimalnego stop-
nia aproksymacji wielomianowej 1 sa one naturalna
konsekwencje faktu, iz nie da si¢ znalez¢ wielomianu
okre$lonego na ptaszczyznie, stopnia p wzgledem
zmiennej okreslonej na osi rownoleglej do danej kra-
wedzi, ktory po zawezeniu do tej krawedzi byltby wie-
lomianem stopnia p + 1.

Reguty 1-3 oznaczaja np. ze jesli tamany jest ele-
ment sasiadujacy do danej §ciany, ale element po dru-
giej stronie $ciany nie jest ztamany, to dana $ciana
pozostaje niezlamana, patrz rysunek 6. Reguta 4 ozna-
cza ze jesli tamany jest jeden z nowo powstatych ele-
mentow przylegly do nieztamanej $ciany, to wowczas
wymuszane jest ztamanie elementu sasiadujacego,
patrz rysunek 7.

Wymuszanie powyzszych zasad regularnosci siat-
ki stanowi jedna z gléwnych komplikacji podczas
implementacji rownoleglych kodow automatycznej hp
adaptacji (Paszynski i in., 2005a; Paszynski i in., 2006).
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Rysunek 6. Lamanie elementu skoniczonego (Refinement of a finite
element).
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Rysunek 7. Ponowne ztamanie nowego elementu wymusza zlama-
nie elementu sqsiadujqcego (Next refinement leads to breaking of
the neighboring element).

3. AUTOMATYCZNA STRATEGIA HP
ADAPTACJI

W rozdziale opisano zasadg dziatania automatycz-
nej strategii Ap adaptacji, na przyktadzie obliczenia
dwuwymiarowego anizotropowego rozktadu ciepta we
wnetrzu baterii. W problemie tym poszczegdlne frag-
menty obszaru opisane sa stalymi materiatowymi roz-
nigcymi si¢ o 6 rzedow wielkosci. Powoduje to po-
wstawanie osobliwosci rozwiazania numerycznego na
styku obszarow o réznych statych materiatowych.
Obszar obliczeniowy przedstawiono na rysunku 8.

Rozwiazywane rownanie to

O(KOu) = f® (4)
gdzie
w_ KO o0
K=K"=0" 0
k) 5
50 k¥g ®)

state materiatowe dla poszczegdlnych materiatow dane
sa jako

025 dla k=1
E 7 dla k=2

KO =05 da k=3
J02 dla k=4 (6)
.05 dla k=5

025 dia k=1
Jo8 dla k=2

K = %.0001 dla k=3
D02 dla k=4 Q)
5005 dla k=5

funkcja f* wystepujaca po prawej stronie wzoru (4)
dana jest wzorem

M0 dla k=1
% dla k=2
=0 dia k=3
D dla k=4 ®)
B dla k=5

warunek brzegowy zdefiniowany jest jako mieszany
warunek Dirichleta i Neumanna

KOOu°n=g® —aWy

gdzie g oraz a to zadane funkcje.

Kod automatycznej sp adaptacji startuje z zadanej
siatki poczatkowej (siatka "rzadka"), nastgpnie doko-
nuje podzialu kazdego elementu oraz zwigksza jed-
norodnie rzad aproksymacji w celu uzyskania siatki
"gestej", co zostalo zaprezentowane na rysunku 9.

Nastgpnie rozwazany problem rozwiazywany jest
na siatkach rzadkiej i ggstej. Decyzja o optymalnych
adaptacjach siatki "rzadkiej" podejmowana jest na pod-

)

k=1

Rysunek 8. Przekroj przez wnetrze baterii z roznymi parametrami
materiatowymi zaznaczonymi roznymi kolorami (Cross-section of’
battery interior with different material properties denoted by dif-
ferent colors).



stawie poréwnania obydwu rozwiazan, na
siatce "rzadkiej" i na siatce "gestej".

Dla kazdego elementu siatki "rzadkiej"
podejmowana jest decyzja o optymalnej
adaptacji elementu. Uzyskana w ten spo-
sob siatka "optymalna" staje si¢ siatka
"rzadka" dla kolejnej iteracji algorytmu
automatycznej hp adaptacji, co przedsta-
wiono na rysunku 10. Iteracje powtarza-
ne sa tak dlugo az btad rozwiazania na ak-
tualnej siatce optymalnej bedzie nizszy niz
pozadana doktadno$¢ rozwiazania.

4. PODEJMOWANIE
LOKALNYCH DECYZJI O
ADAPTACJI ELEMENTOW

Dla kazdego elementu siatki "rzadkiej"
rozwazane sa rozne strategie adaptacji ele-
mentu, przedstawione na rysunku 11. Na
przyktad, gdy element prostokatny z siat-
ki dwuwymiarowej posiada ten sam sto-
pien aproksymacji wielomianowej p na
kazdej swojej krawedzi oraz w obydwu
kierunkach w wezle sSrodkowym, wowczas
rozwazane sa nastgpujace scenariusze:

1. Stopien aproksymacji wielomianowe;j
podniesiony zostanie o 1 w kazdym
kierunku we wnetrzu elementu, tak ze
element posiadal bgdzie jednorodny
stopien aproksymacji p+1.

2. Element zostanie ztamany w kierunku
poziomym na 2 nowe elementy. Stop-
nie aproksymacji wieclomianowej w
kazdym kierunku we wnetrzach no-
wych elementéw podnoszony jest do
ptl.

3. Element zostanie ztamany w kierunku
pionowym na 2 nowe elementy. Stop-
nie aproksymacji wiclomianowej w
kazdym kierunku we wnetrzach no-
wych elementéw podnoszony jest do
ptl.

4. Element zostanie ztamany na 4 nowe
elementy. Stopnie aproksymacji wie-
lomianowej w kazdym kierunku we
wngetrzach nowych elementow podno-
szony jest do p+1.

Mozliwe jest rOwniez rozpatrzenie na-
stepujacych scenariuszy:

5. Stopien aproksymacji wielomianowej w kierunku
pionowym we wnetrzu elementu zmodyfikowany 7.
zostanie do stopnia p, takiego ze 1 p, <p,

6. Element zostanie ztamany w kierunku poziomym
na 2 nowe elementy. Stopnie aproksymacji wielo-

Rysunek 9. Lewy rysunek: Przykladowa siatka "rzadka”. Srodkowy rysunek: Siatka
"gesta" powstata poprzez podzielenie kazdego elementu na 4 oraz zwiekszenie rzedu
aproksymacji wielomianowej. Prawy rysunek: Siatka optymalna stworzona automa-
tycznie dzieki porownaniu rozwiqzan na siatce "rzadkiej" i "gestej” (Left-hand-side
picture: Example of "coarse" grid. Middle picture: "Fine" grid obtained by breaking
each finite element into 4 sons and increasing polynomial order of approximation.
Right-hand-side picture: Optimal grid obtained by comparison of solutions over the
"coarse" and "fine" grids).
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Rysunek 10. Lewy rysunek: Siatka optymalna z poprzedniej iteracji staje si¢ siatkq
"rzadkq” dla kolejnej iteracji. Srodkowy rysunek: Siatka "gesta” w drugiej iteracji
powstala poprzez podzielenie kazdego elementu na 4 oraz zwigkszenie rzedu aprok-
symacji wielomianowej. Prawy rysunek: Siatka optymalna w drugiej iteracji stwo-
rzona automatycznie dzigki porownaniu rozwiqzan na siatce "rzadkiej" i "gestej"
(Left-hand-side picture: Optimal grid from previous iteration becomes "coarse" grid
for the next iteration. Middle picture: "Fine" grid for the second iteration obtained
by breaking each finite element into 4 sons and increasing polynomial order of ap-
proximation. Right-hand-side picture: Optimal grid for the second iteration obtained
by comparison of solutions over the "coarse" and "fine" grids).

mianowej we wngtrzach nowych elementéw zmo-
dyfikowane zostana do p,, p, takich ze 1 p,,p, <p.
Element zostanie ztamany w kierunku pionowym
na 2 nowe elementy. Stopnie aproksymacji wielo-
mianowej we wngtrzach nowych elementéw zmo-
dyfikowane zostana do p,, p, takich ze 1 p,.p, <p.
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Interpolacje rozwiazania na siatce
rzadkiej oraz interpolacjg rozwiazania
na testowanej poprawce elementu siat-
ki rzadkiej obliczane sa z pomoca me-
chanizmu zwanego "projection based
interpolation" opracowanego przez
Leszka Demkowicza (Demkowicz,
2004, Demkowicz, 2005).

Dla elementow siatki rzadkiej dla
ktorych btad rozwiazania MES jest
wigkszy niz 1/3 maksymalnego bledu
rozwiazania na calej siatce, wybiera-
ny jest taki scenariusz adaptacji ktory

da najwigkszy zysk (najwickszy spa-

F

dek bledu rozwiazania wzgledem za-
inwestowanej ilo$ci stopni swobody).

Nalezy podkresli¢ ze w algorytmie
tym wybierany jest tylko optymalny
rzad aproksymacji wielomianowej dla
wngetrza elementow. Rzedy aproksyma-

Rysunek 11. Rozne mozliwe strategie zageszczenia elementu prostokqtnego o jednorod-
nym stopniu aproksymacji wielomianowej p. (Various possible refinement strategies for
rectangular element with uniform polynomial order of approximation p).

8. Element zostanie ztamany na 4 nowe clementy.
Stopnie aproksymacji wielomianowej w kazdym
kierunku we wngtrzach 4 nowych elementéw zmo-
dyfikowane zostana do p; takich ze 1 p; < p,i =
1,...,.4.

Dla kazdej powyzszej strategii szacowany jest zysk
takiej operacji, z pomoca wyrazenia

new
u -w =l -w
h h, h h.p
A,PH P | A,PH

Andof

1 (10)

rate =

u . . . .
I, p+1 0ZNACZa TOZWigzanie na siatce ggstej powsta-

lej poprzez podzielenie kazdego elementu z siatki
"rzadkiej" na 4 elementy (w przypadku siatki dwuwy-
miarowej) lub podzielenie kazdego elementu z siatki
rzadkiej na 8 elementow (w przypadku siatki trojwy-
miarowej), w;, oznacza wynik lokalnej interpolacji

rozwiazania na elemencie siatki rzadkiej, wj°, ozna-

cza wynik lokalnej interpolacji rozwiazania na testo-
wanej poprawce elementu siatki rzadkiej (dla jednej z
powyzszych strategii 1-8), Andof oznacza liczbg stop-
ni swobody dodanych na elemencie siatki rzadkiej pod-
czas rozwazania scenariusza (réznice pomigdzy ilo-
Scig stopni swobody dla elementu adaptowanego w
Sposob opisany rozwazanym scenariuszem, a wyjscio-
wa ilosci stopni swobody elementu na siatce rzadkiej),
rate jest miara spadku btedu rozwiazania wzgledem
liczby zainwestowanych stopni swobody.

cji wielomianowej dla $cian i1 krawe-
dzi elementoéw ustalane beda z pomo-
ca reguly minimalnego stopnia
aproksymacji wielomianowe;.

W zastosowanym algorytmie podejmowania decy-
zji o rodzaju adaptacji elementow przegladane sa tyl-
ko niektdre scenariusze opisane powyzej. Algorytm
wyboru scenariuszy i analizy przypadkow adaptacji
siatki opisany zostat w pracy (Kurtz 2005).

Algorytm ten jest w pelni lokalny. Dane wej$cio-
we dla algorytmu stanowia lokalne rozwiazanie na
elemencie siatki "rzadkiej" i lokalne rozwiazanie na
siatce "gestej" na elementach powstalych poprzez po-
dzial danego elementu (na 4 elementy dla siatek dwu-
wymiarowych lub na 8 elementow dla siatek trojwy-
miarowych). Zréwnoleglenie algorytmu nastgpuje
automatycznie poprzez podziat siatki MES na podob-

szary.

5. ROWNOLEGLA TROJWYMIAROWA
HP ADAPTACJA

Zaimplementowane zostaly wersje rownoleglte dwu
1 trojwymiarowych kodéw automatycznej sp adapta-
cji (Paszynski i in., 2005a; Paszynski i in., 2006). W
rozdziale opisano algorytm rownolegly na trojwymia-
rowym przyktadzie modelowego problemu Fichera,
przedstawionego na rysunku 12.

Problem ten obejmuje rozwiazanie rownania La-
place'a (obliczenie rozktadu ciepta) na tréjwymiaro-
wej kostce z ktorej usunigto 1/8 obszaru. Warunki brze-
gowe to zerowy warunek brzegowy Dirichleta (zerowa
temperatura) na wewnetrznych $cianach kostki, oraz
warunek Neumanna definiujacy wartos¢ strumienia
ciepla na zewngtrznych $cianach kostki, zadany jako

—-10 -



. Zerowy warunek brzegowy Dirichlata
. Wanunek brzegowy Meumanna obliczony
na podstawe rozwiazana problemu 20

Rysunek 12. Problem modelowy Fichery (The Fichera model pro-

blem).

Rysunek 13. Poczqtkowa siatka "rzadka" rozdystrybuowana na 7
procesorow (Initial "coarse" grid redistributed into 7 processors).

znane rozwiazanie doktadne dwuwymiarowego pro-
blemu obliczenia rozktadu ciepta na obszarze w ksztal-
cie litery L opisanym powyze;j.

W problemie tym wystegpuja silne osobliwosci w
centralnym punkcie obszaru oraz wzdhuz wewngetrz-
nych krawgdzi usunigtej kostki. Z tego powodu w cen-
tralnym punkcie obszaru wystepuje duzy btad nume-
ryczny rozwigzania, ktory propaguj¢ na caly obszar
obliczeniowy. W celu minimalizacji btedu rozwiaza-
nia konieczna jest adaptacja siatki MES.

Rownolegly kod automatycznej sp adaptacji star-
tuje z siatki "rzadkiej". W wersji rownoleglej obszar
obliczeniowy dzielony jest na podobszary przypisane
do poszczegolnych procesordw. W przyktadzie przed-
stawionym na rysunku 13 uzyto 7 procesorow.

Siatka "rzadka" jest nastgpnie globalnie zaggszcza-
na, kazdy element jest dzielony na 8 mniejszych ele-
mentéw w trzech wymiarach a stopien aproksymac;ji

—-11 -

Rysunek 14. Siatka "gesta" rozdystrybuowana na 7 procesorow
("Fine" grid redistributed into 7 processors).

wielomianowej zwigkszany jest o jeden, co przedsta-
wiono na rysunku 14,

Rozwazany problem rozwiazywany jest na siatce
"rzadkiej" oraz na siatce "ggstej". Dla kazdego ele-
mentu siatki "rzadkiej" podejmowana jest decyzja o
optymalnej adaptacji. Decyzja ta podejmowana jest
na podstawie poréwnania rozwiazan na siatkach "rzad-
kiej" i "gestej". Nastgpnie wykonywane sa optymalne
adaptacje siatki. W ten sposob uzyskuje sig siatke opty-
malna po pierwszej iteracji, przedstawiona na rysun-
ku 15.

Poniewaz adaptacje elementow siatki "rzadkiej" nie
sa jednorodne, obcigzenia procesoréw po wykonaniu

Rysunek 15. Siatka optymalna po pierwszej iteracji (Optimal grid
after the first iteration).

Y
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optymalnych adaptacji nie sa rownomierne. Koniecz-
ne jest zbalansowanie obcigzen pomigdzy wszystki-
mi procesorami. Decyzja o optymalnym podziale ak-
tualnej siatki elementow skonczonych pomigdzy
procesorami podejmowana jest z pomoca biblioteki
ZOLTAN (Devine i in., 1999).

Biblioteka ZOLTAN stanowi zbior algorytméow
dekompozycji obszaru obliczeniowego na podobsza-
ry. Jako dane wejsciowe przyjmuje ona od kazdego
procesora zbidr punktow reprezentujacych srodki ele-
mentdw siatki poczatkowej przypisanych do tego pro-
cesora wraz z oszacowaniem kosztu obliczeniowego
na wszystkich aktywnych elementach skonczonych
znajdujacych si¢ w obrgbie danego elementu siatki
poczatkowej. Najkosztowniejsza czgscia algortmu hp
adaptacji jest agregacja lokalnej macierzy sztywnosci
na elementach aktywnych. Koszt takiej operacji dla
kazdego elementu aktywnego moze zosta¢ oszacowa-
ny od gory przez p’ gdzie p oznacza stopien aproksy-
macji we wnetrzu elementu. Wyrazenie to uzywane
jest jako oszacowanie kosztu obliczeniowego na ele-
mentach aktywnych. Koszt obliczeniowy na elemen-
cie siatki poczatkowej stanowi sume kosztow oblicze-
niowych elementow aktywnych znajdujacych si¢ we
wngtrzu elementu siatki poczatkowej. Jako dane wyj-
sciowe biblioteka ZOLTAN zwraca kazdemu proce-
sorowi liste punktow reprezentujacych elementy siat-
ki poczatkowej wraz z ich drzewami adaptacji siatki,
oraz informacje o tym do ktérych procesorow maja
one zostac przestane. Biblioteka ZOLTAN umozliwia
wybor jednego sposrod wielu dostepnych algorytmow
balansowania obciazen, jak rowniez implementacje
swoich wlasnych algorytméw. W przyktadach zapre-
zentowanych w artykule uzyto algorytmu
Hilbert Space Filling Curve (HSFC) (De-
vine i in., 1999).

Pewne fragmenty podobszardéw przesy-
tane sa do sasiadujacych podobszarow.
Siatka optymalna uzyskana w pierwszej
iteracji staje sig¢ siatkg "rzadka" do drugiej
iteracji, co przedstawiono na rysunku 16.

W przypadku obliczen trojwymiaro-
wych, kazdy element prostopadto$cienny
moze mie¢ rozny stopien aproksymacji
wielomianowej na kazdej krawedzi, na
kazdej Scianie w kazdym z dwoch kierun-
kéw oraz we wnetrzu w kazdym z trzech
kierunkow.

W kolejnej iteracja kazdy element siat-
ki "rzadkiej" dzielony jest na 8 nowych
elementow, a stopien aproksymacji wielo-
mianowej ponownie jest podnoszony o je-
den. Powstaje w ten sposob siatka "ggsta",
przedstawiona na rysunku 17. Problem jest
ponownie rozwigzywany na nowej siatce

$.o

Rysunek 16. Siatka optymalna po zbalansowaniu obciqzen staje
sie siatkq "rzadkq" dla drugiej iteracji (Optimal grid after load
balancing becomes "coarse" mesh for the second iteration).

"rzadkiej" i "gestej". Dla kazdego elementu z aktual-
nej siatki "rzadkiej" podejmowane sa decyzje o opty-
malnych adaptacjach. Powstaje w ten sposob nowa
siatka optymalna, dla ktorej konieczne jest nowe zba-
lansowanie obciazen. Siatka optymalna po drugiej ite-
racji zbalansowana na 7 procesoréw przedstawiona
jest na rysunku 18.

Iteracje kontynuowane sa tak dlugo az osiagnigta

Rysunek 17. Siatka "gesta" w drugiej iteracji. ("Fine" grid in the second iteration).
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Rysunek 18. Siatka optymalna po zbalansowaniu obciqzen po dru-
giej iteracji. (Optimal grid after load balance after the second ite-
ration).

zostanie pozadana doktadno$¢ rozwiazania.

Réwnolegty algorytm hp adaptacji moze zostaé
opisany w postaci schematu, przedstawionego na ry-
sunku 19.

6. WYNIKI NUMERYCZNE

6.1. Dwuwymiarowy problem
obliczenia rozkladu ciepla w
obszarze w ksztalcie litery L

Opis problemu przedstawiono w roz-
dziale "Strategie adaptacji siatki". Uzy-
skano rozwiazanie z doktadnoscia
0.001% bledu wzglednego w normie
energetycznej. Wynikowa siatke przedsta-
wiono na rysunku 20.

6.2. Dwuwymiarowy problem
obliczenia anizotropowego
rozkladu ciepla we wnetrzu
baterii

Opis problemu przedstawiono w roz-
dziale "Automatyczna strategia hp ada-
ptacji". Po 43 iteracjach rownoleglego
kodu automatycznej hp adaptacji uzy-
skano rozwiazanie problemu z doktad-
noscig 0.1 % btedu wzglednego w nor-
mie energetycznej. Historia zbieznosci
przedstawiona zostata na rysunku 21.
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Rysunek 19. Algorytm rownoleglego kodu automatycznej hp ada-
ptacji. (Algorithm of parallel fully automatic hp adaptive code).

ehlizenio x 100

zhlizenie x 10

ehlidenie = 1000000
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»
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Koncowa siatka optymalna dostarczaja-
ca rozwiazanie z doktadnos$cia 0.1% po-
siadata 7 tysigcy stopni swobody, co
przedstawiono na rysunku 22.

Rysunek 20. Siatka dostarczajqca rozwiqzanie problemu obliczenia rozktadu ciepta w
obszarze w ksztaicie litery L z doktadnosciq 0.001% bledu w normie energetycznej.
(Finite element mesh providing solution to the heat transport problem over the L-shape
domain with accuracy 0.001% error in energy norm).
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Rysunek 21. Historia zbieznosci dla rownoleglego kodu automatycznej hp adaptacji
dla problemu obliczenia rozkladu ciepta we wnetrzu baterii. Pozioma os zawiera loga-
rytm z liczby stopni swobody na siatce MES, pionowa os zawiera blqd rozwiqzania,
procent bledu wzglednego w normie energetycznej. (History of convergence of the pa-
rallel fully automatic hp adaptivity for heat transport problem inside battery cross-
section. Horizontal axis denotes logarithm of the number of degrees of freedom, verti-

cal axis denotes logarithm of relative error in energy norm).

Rysunek 22. Siatka optymalna na ktorej rozwiqzanie problemu
obliczenia rozktadu ciepta we wnetrzu baterii ma doktadnos¢ 0.1%
bledu wzglednego w normie energetycznej, wraz z rozwiqzaniem.
(Optimal mesh providing solution to the problem of the heat trans-

6.3. Trojwymiarowy problem wzorcowy
Fichera

Opis problemu przedstawiono w rozdziale "Row-
nolegta trojwymiarowa hp adaptacja". Doktadnos¢ 1%
btedu wzglednego w normie energetycznej uzyskano
po 6 iteracjach. Skonstruowana automatycznie siatka
optymalna rozdystrybuowana na 7 procesorow przed-
stawiona jest na rysunku 23. Na rysunku 24 przedsta-
wiono natomiast rozwiazanie rownania Laplace z do-
ktadnoscia 1% na uzyskanej siatce optymalnej.
Historia zbieznosci dla problemu przedstawiona jest

Skale logibind wegiedny), logiilcet siopni swabody)

e | ma

na rysunku 25.

6.4. Trojwymiarowy problem
obliczenia rozkladu fal
elektromagnetycznych w
warstwach gorotworu

Problem obliczenia rozktadu fal elek-
tromagnetycznych w warstwach goro-
tworu zwiazany jest z zagadnieniem lo-
kalizacji zt6z ropy naftowej (Pardo i in.,
2005a; Pardo i in., 2005¢c). W wykona-
nym odwiercie umieszcza si¢ anteng
nadawcza 1 odbiorcza. Celem symulacji
jest obliczenie fal elektromagnetycznych
rejestrowanych przez anteng odbiorcza
w przypadku wystgpowania ztoza ropy
naftowej, patrz rysunek 26.

Obliczenia dotyczyty potencjatu elek-

&L shapni
awnhody

Rysunek 23. Siatka optymalna dostarczajqca rozwiqzanie z do-
ktadnosciq 1% bledu wzglednego w normie energetycznej uzyska-
na po 6 iteracjach. (Optimal grid after providing solution with
1% relative error in energy norm, obtained afier 6 iterations).

tromagnetycznego u takiego ze pole elektromagne-
tyczne E =—{u . Dla tzw. sformutowania DC ("Di-

rect Current") (Pardo 1 in., 2005b) réwnanie opisuja-
ce potencjat elektromagnetyczny ma postac

0(d0u)=-0J (11)

a warunki brzegowe dane sa w postaci jednorodnych
warunkow Neumanna

ou _
55—0 (12)

gdzie 0 to wspotczynnik przewodnosci elektrycznej a
J to zadane natgzenie pradu na antenie nadawczej, o
ktérym zaktadamy iz jest odpowiednio rézniczkowal-
ne.
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Rysunek 24. Rozwiqzanie problemu Fichera z dokladnosciq 1%
bledu wzglednego w normie energetycznej. (Ficher problem solu-
tion with accuracy 1% of the relative error in energy norm).
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Rysunek 25. Historia zbieznosci dla rownoleglego kodu automatycznej hp
adaptacji dla problemu Fichera. Pozioma oS zawiera logarytm z liczby stop-
ni swobody na siatce MES, pionowa os zawiera blqd rozwiqzania, procent
bledu wzglednego w normie energetycznej. (History of convergence of the
parallel fully automatic hp adaptivity for the Ficher problem. Horizontal axis
denotes logarithm of the number of degrees of freedom, vertical axis denotes
logarithm of relative error in energy norm,).

Przeprowadzono obliczenia w obszarze cy-
lindrycznym dla warstw utozonych prostopa-
dle do odwiertu, oraz dla warstw nachylonych
pod r6znym katem, poréwnaj rysunki 27 i 28.
Obszar obliczeniowy podzielony zostal na 7
procesorow, patrz rysunek 29. Dla kazdego kata
nachylenia warstw gorotworu przeprowadzono
symulacje dla szeregu pozycji anten nadawczej

0 sicpni

i odbiorczej. Symulowano w ten sposob prze- @ stapri
suwanie urzadzenia pomiarowego w otworze

odwiertu. Rezultaty uzyskane z pomoca row- Widok
noleglego kodu /p adaptacji przedstawiono na 2 precedu

rysunku 30.

W celu przyspieszenia czasu obliczen, do
wygenerowania optymalnej siatki MES dla
przypadku zerowego kata nachylenia warstw

—15-
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Rysunek 26. Wspolczynniki opornosci dla warstw gleby, central-
nej warstwy ztoza ropy naftowej i odwiertu. (Resistivity coeffi-
cients for formation layers of mud, oil and borehole).

gorotworu kiedy to problem staje si¢ osiowosyme-
tryczny zastosowano wersje kodu dwuwymiarowego.

Nastepnie skonstruowano siatke trojwymiarowa
poprzez obrot uzyskanej w taki sposdb optymal-
nej siatki dwuwymiarowej, patrz rysunek 31. Dla
przypadkow nie osiowosymetrycznych, dla nie-
zerowych katow nachylenia warstw gorotworu,
siatka trojwymiarowa uzyskana zostata poprzez
pochylenie warstw w optymalnej siatce trojwy-
miarowej otrzymanej dla kata zerowego.

7. EFEKTYWNOSC
ROWNOLEGLYCH KODOW
AUTOMATYCZNEJ HP ADAPTACJI

Wzgledna efektywnosé E, kodu roéwnolegte-
go zdefiniowana jest jako (Foster)

Widok
z boku

Fraskrdy

Rysunek 27. Cylindryczny obszar obliczeniowy wraz z rozwiqzaniem dla kq-
tow nachylenia warstw gorotworu 0 i 30 stopni. (Cylindrical domain with so-
lution for formation layers angle 0 and 30 degree).
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Rysunek 28. Cylindryczny obszar obliczeniowy wraz z rozwiqzaniem dla kqtow nachylenia warstw
gorotworu 45 i 60 stopni. (Cylindrical domain with solution for formation layers angle 45 and

60 degree).

Pmcesor |

Frocesor 3 Prasssar &

Procpgar 2 Pracagar 4

Rysunek 29. Obszar obliczeniowy podzielony na 7 procesorow. (Computational domain split-

ted into 7 processors).

gdzie T to czas wykonania kodu rownolegtego na jed-
nym procesorze, p to liczba procesorow na ktérych
wykonano kod réwnolegty w czasie 7,. Wzgledne
przyspieszenie S, natomiast zdefiniowane jest jako (Fo-
ster)
- -0
Sr - pEr - E (14)
Rownolegly kod automatycznej 4p adaptacji osia-
ga tym lepsze wzgledne przyspieszenie i wzgledna
efektywno$¢ im bardziej ztozony jest rozwazany pro-
blem. Jest to zwiagzane z faktem iz podziat obszaru
obliczeniowego wykonywany jest na poziomie ele-
mentow siatki poczatkowej. Dla probleméw zdefinio-
wanych w obszarze o prostej geometrii posiadajacych
mato obszarow wystepowania osobliwosci dla ktorych
adaptacja konieczna jest jedynie wewnatrz kilku ele-
mentow siatki poczatkowej, kody rownolegte nie da-
dza dobrej efektywnosci, ale zastosowanie kodow row-
nolegtych dla takich probleméw nie jest
umotywowane.
Powdd dla ktorego automatyczne kody hp adapta-
cji traca efektywnos$¢ dla prostych problemow jest
nastepujacy. Zalozmy ze siatka poczatkowa sktada sig

Prtszisiind 8

z 10 elementow skonczonych, i ze
adaptacje wykonaja si¢ jedynie w
pierwszym elemencie. Wowczas
obciazenie na pierwszym elemen-
cie moze by¢ o rzad wigksze niz
obciazenie na kazdym innym ele-
mencie. W takim przypadku opty-
malny podziat obciazenia na pro-
cesory jest nastgpujacy: pierwszy
element skonczony zostaje przy-
pisany do procesora 1, pozostale
elementy skonczone zostaja przy-
pisane do procesora 2, a wszyst-
kie pozostate procesory sa bez-
czynne, co zostato
zaprezentowane na rysunku 32.
Rownolegly kod automatycz-
nej hp adaptacji wykazuje lepsza
efektywno$¢ niz kod sekwencyj-
ny w przypadku wigkszych proble-
méw zawierajacych duzo osobli-
wosci.

Dla problemu obliczenia roz-
ktadu ciepta we wnetrzu baterii
réwnolegly kod automatycznej hp
adaptacji osiagnat wzgledna efek-
tywnos¢ rzedu 0.6 1 wzgledne przy-
spieszenie rzedu 9 dla 16 proceso-
row, patrz rysunek 33. Uzycie
wigkszej ilosci procesorow dla tego
problemu nie jest uzasadnione,
poniewaz obszar osobliwo$ci pokryty jest 16 elemen-
tami siatki poczatkowej.

Dla problemu Fichera rownolegty kod automatycz-
nej hp adaptacji osiagnal wzgledna efektywnos$¢ rzg-
du 0.85 1 wzgledne przyspieszenie rzedu 3.5 dla 4 pro-
cesorow, patrz rysunek 34. Uzycie wigkszej ilosci
procesorow dla tego problemu nie jest uzasadnione,
poniewaz w obszarze wystepuje tylko jedna centralna
0sobliwos¢.

Dla problemu obliczenia rozktadu fal elektromagne-
tycznych w warstwach gorotworu rownolegly kod osia-
gnatl wzgledna efektywnosc¢ rzedu 0.85 i wzgledne przy-
spieszenie rzedu 6.8 dla 8 procesordw, patrz rys. 35.

Przyblizenie 15x

Procese T

7. ZALEZNOSC POMIEDZY ILOSCIA
OSOBLIWOSCI W ROZWAZANYM
PROBLEMIE A ILOSCIA
PROCESOROW DLA KTOREJ KOD
ROWNOLEGLY UZYSKA
MAKSYMALNE PRZYSPIESZENIE

W przypadku obliczen rownoleglych kodu auto-
matycznej ip adaptacji mozna przewidzie¢ liczbg pro-
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Rysunek 30. Wartosci na antenie odbiorczej dla roznych potozen
anteny wzgledem warstwy ztoza ropy naftowej. Rézne krzywe od-
powiadajq roznym kqtom nachylenia warstw gorotworu. Pozio-
ma oS oznacza wartosc potencjat pola elektromagnetycznego, pio-
nowa os oznacza potozenie anteny odbiorczej. (Values at receiver
antenna for different position of the antenna with respect to the oil
layer. Different curves are associated with different angles of for-
mation layers. Horizontal axis denotes potential at receiver an-
tenna, vertical axis denotes positions of the antenna,).

. ‘

Rysunek 31. Konstrukcja optymalnej siatki trojwymiarowej na
podstawie otrzymanej optymalnej siatki dwuwymiarowej (Con-
struction of optimal 3D mesh based on full revolution of optimal
2D mesh).
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Rysunek 33. Wzgledna efektywnosé i przyspieszenie dla proble-
mu obliczenia rozkladu ciepla we wnetrzu baterii. (Relative effi-
ciency and speedup for the battery cross-section problem,).

cesorow na ktorej kod rownolegly uzyska maksymal-
ne przyspieszenie, bez koniecznosci wykonywania
pomiardéw dla liczby procesorow zmieniajacych sig o
jeden. Réwnowazenie obciazen w kodzie rownole-
glym opiera si¢ na podziale obszaru obliczeniowego
na podobszary na poziomie elementow siatki poczqt-
kowej. Decyzje o podziatach siatki MES na podob-
szary podejmowane sg na podstawie szacowania ob-
cigzen na elementach siatki poczatkowej. Obciazenia
na elementach siatki poczatkowej szacowane sa jako
suma obciazen wszystkich elementow aktywnych
znajdujacych si¢ w obrebie elementu siatki poczatko-
wej. Obciazenie elementu aktywnego szacowane sa
jako p’ gdzie p oznacza stopien aproksymaciji we wne-
trzu elementu. W pierwszej iteracji obciazenie na kaz-
dym elemencie siatki poczatkowej jest takie samo,
poniewaz zaden element siatki poczatkowej nie zo-
stal jeszcze ztamany, 1 zaden rzad aproksymacji wie-
lomianowej nie zostat jeszcze zmodyfikowany. Pod-
czas iteracji kodu automatycznej Ap adaptacji pewne
Provesor 3

Procesaor 2 Procesord

Rysunek 32. Optymalny podzial obciqzen dla prostego problemu w ktorym pierwszy element skoniczony jest obciqzony o rzqd bardziej niz
wszystkie pozostate elementy. (Optimal load balance for a simple case where first finite element has load one order of magnitude higher

then overall load for all other finite elements).
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Rysunek 34. Wzgledna efektywnos¢ i przyspieszenie dla problemu
Fichera. (Relative efficiency and speedup for the Fichera problem).

Rysunek 36. 16 elementow siatki poczqtkowej ztozonej ze 128 ele-
mentow, pokrywajqcych obszary najwiekszych osobliwosci. (16
initial mesh elements covering areas with stronest singularities,
from initial mesh having 128 elements).

elementy skonczone sa famane na
nowe elementy oraz modyfikowany
jest rzad aproksymacji wielomiano-
wej w niektorych elementach. Naj-
wigksze modyfikacje siatki odbywa-
ja si¢ w okolicach wystgpowania
osobliwosci numerycznych. Oznacza
to ze elementy siatki poczatkowej po-
krywajace obszary wystgpowania
osobliwos$ci beda najbardziej dzielo-
ne 1 stopien aproksymacji wielomia-
nowej na tych elementach bedzie naj-
wigkszy. Sumaryczne obciazenie po
wszystkich elementach aktywnych w
elementach siatki poczatkowej po-
krywajacych obszar osobliwosci be-
dzie wigc duzo wyzsze niz obciaze-
nie na pozostalych elementach.
Oznacza to ze liczbg procesorow
pozwalajacych uzyska¢ maksymalne
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Rysunek 35. Wzgledna efektywnos¢ i przyspieszenie dla proble-
mu obliczenia rozkltadu fal elektromagnetycznych w warstwach
gorotworu. (Relative efficiency and speedup for the problem of
electromagnetic waves propagation inside formation layers).

przyspieszenie okresli¢ mozna szacujac koszt oblicze-
niowy na poszczegdlnych elementach siatki poczat-
kowej w poszczegdlnych iteracjach automatycznej p
adaptacji.

Na przyktad, w dwuwymiarowym problemie obli-
czenia anizotropowego rozktadu ciepta we wnetrzu
baterii, wystepuje 16 elementdéw siatki poczatkowej
ktore pokrywaja obszary wystgpowania osobliwosci,
patrz rysunek 36.

Po kilku poczatkowych iteracjach obcigzenie na 16
procesorach zawierajacych te elementy siatki poczat-

L

Rysunek 37. Obciazenie na poszczegolnych podobszarach w poszczegolnych iteracjach au-
tomatycznej hp adaptacji (Load on particular sub-domains in particular iterations of auto-

matic hp adaptivity).
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Rysunek 38. Obcigzenie procesorow w poszczegolnych iteracjach automatycznej hp
adaptacji dla problemu Fichera (Processor's load in particular iterations of automa-

tic hp adaptivity for the Fichera problem).

kowej gwattownie rosnie, patrz rysunek 37, i staje si¢
o kilka rzedow wielkoSci wyzsze niz obciazenie na
wszystkich pozostatych elementach razem wzigtych.
Praktycznie oznacza to iz po kilku poczatkowych ite-
racjach pracuje jedynie 16 procesorow, poniewaz bi-
blioteka ZOLTAN przypisuje wszystkie pozostate ele-
menty do najmniej obcigzonego procesora sposrod 16
najbardziej obciazonych procesorow, i oproéznia zu-
petie pozostale podobszary z elementéw skonczo-
nych. Oznacza to ze najlepsze przyspieszenie uzyska-
my dla 16 procesoréw. Nie ma wigc za bardzo sensu
bada¢ przyspieszenia dla wigkszej lub mniejszej ilo-
$ci procesorow.

W przypadku problemu Ficher'a uruchomionego
na 8 procesorach, na 4 procesorach od 4 iteracji wy-
stgpuje obciazenie wigksze od obciazenia na pozosta-
tych procesorach, patrz rysunek 38, przy czym jeden

Rysunek 39. 4 elementy skonczone pokrywajqce obszar najwigk-
szych adaptacji zwiqzanych z centralng osobliwosciq (4 finite ele-
ments covering area with strongest adaptivity associated with cen-

tral singularity).
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procesor jest najbardziej obciazony. Wska-
za¢ mozna 4 elementy siatki poczatkowej
pokrywajace obszar wystgpowania naj-

B 3000-3500 wigkszych adaptacji siatki zwiazanych z
W 2500-3000 centralna osobliwoscia, patrz rysunek 39.
W 2000-2500 b . ..
0 1500-3000 Jeden z tych elementow jest najbardziej
110001500 @daptowany, patrz rysunek 40. Oznacza to
ms00.4000 | 2 maksymalne przyspieszenie uzyskaé
@ 0-500 mozna stosujac liczbe procesorow odpo-

wiadajaca ilosci najbardziej adaptowa-
nych elementow siatki poczatkowej, a
wigc 4 procesory. Jesli zastosujemy gest-
sza siatke poczatkowa, to nie poprawi to
skalowalno$ci, poniewaz po kilku itera-
cjach znowu zaczng dominowac 4 elemen-
ty zlokalizowane wokoét punktowej osobliwosci, a
zwigkszy to jedynie rozmiar generowanych siatek.

Rysunek 40. Najbardziej adaptowany element siatki poczqtkowej
(Most adapted initial mesh element).

8. PODSUMOWANIE

« Kody /p adaptacji automatycznie konstruuja siat-
ke metody elementow skonczonych dostarczajaca
rozwiazanie z ogromna doktadnoscia niemozliwa
do uzyskania innymi metodami.

«  Metody adaptacji siatki podzieli¢ mozna na meto-
dy h adaptacji, w ktorych powstaja nowe elementy
skonczone poprzez podziat istniejacych elementow
skonczonych, na metody p adaptacji w ktorych mo-
dyfikowany jest stopien aproksymacji wielomia-
nowej na elementach, oraz na hp adaptacje stano-
wiaca polaczenie obydwu metod. Metody te moga
r6zni¢ si¢ rodzajem uzytych elementdéw skonczo-
nych, a co za tym idzie sposobem podziatu ele-
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mentdw 1 rodzajami funkcji ksztattu zaimplemen-
towanych w weztach elementow. Metody adapta-
¢ji moga rowniez roéznic si¢ sposobem szacowania
btedu rozwiazania na aktualnej siatce. Automatycz-
na hp adaptacja opisana w tej pracy pracuje na ele-
mentach prostokatnych w dwdch wymiarach i pro-
stopadtos$ciennych w trzech wymiarach, wspiera 4
adaptacje w ktorych elementy moga zosta¢ dzielo-
ne na 2, 4 lub 8 nowych elementéw w dowolnym
kierunku, uzywa hierarchicznych funkcji ksztattu
Lagrange'a, a decyzje o rodzaju adaptacji siatki
opiera na lokalnym szacowaniu btedu mozliwych
scenariuszy adaptacji elementéw z wykorzystaniem
mechanizmu "projection based interpolation”
(Demkowicz, 2002a; Demkowicz, 2002b). Auto-
matyczna hp adaptacja jest uniwersalng strategia
adaptacji siatki dwu i trojwymiarowej, ktora za-
stosowa¢ mozna na dowolnej siatce strukturalnej
lub niestrukturalnej. Istnieje wersja kodu automa-
tycznej hp adaptacji (Demkowicz i in., 2002a) za-
implementowana na dwuwymiarowych siatkach
niestrukturalnych sktadajacych si¢ z elementow
trojkatnych i prostokatnych. Mozliwe jest rowniez
zaimplementowanie algorytmu na niestrukturalnej
siatce trojwymiarowej z uzyciem elementéw pro-
stopadtosciennych, czworos$ciennych oraz pigcio-
Sciennych, jest to jednak zadanie bardzo skompli-
kowane, miedzy innymi ze wzgledu na problemy
implementacji p adaptacji na elementach pigcio-
Sciennych. Zastosowane przez nas izoparametrycz-
ne elementy prostopadtos$cienne pozwalaja odwzo-
rowacé geometri¢ praktycznie kazdego obszaru
obliczeniowego. Na podstawie serii wykonanych
eksperymentdéw stwierdzi¢ mozna ze metoda hp
adaptacji jest jedyna metoda adaptacji ktéra zbie-
ga si¢ ekspotencjalnie. Podobne zachowanie ob-
serwujemy na dwuwymiarowych siatkach niestruk-
turalnych (Demkowicz i in., 2002a). Sadzimy iz
metoda ta zachowa réwniez swoja ekspotencjalna
zbiezno$¢ na trojwymiarowych siatkach niestruk-
turalnych. Ekspotencjalna zbiezno§¢ metody hp
adaptacji jest bowiem potwierdzona teoretycznie
(Schwab, 1998).

Roéwnolegle kody automatycznej ip adaptacji po-
zwalaja efektywnie 1 doktadnie rozwiazywac duze
problemy z duza iloscia osobliwosci dla ktorych
kody sekwencyjne nie sa wystarczajace. Algoryt-
my sekwencyjne nie sg wystarczajace dla duzych
problemow z duza liczba osobliwos$ci, poniewaz
siatki elementow skonczonych tworzone dla tych
problemoéw przez kody automatycznej ip adapta-
cji zawiera¢ moga tak duze liczby stopni swobody
iz nie bedzie mozliwe rozwiazanie tych problemu
z pomoca maszyny sekwencyjnej, 1 konieczne beg-

dzie zastosowanie maszyn rownolegtych. Dla nie-
ktorych bardzo duzych problemoéw rozwiazanie ich
z porzadana doktadnoscia moze wogule nie by¢
mozliwe z pomoca innych metod adaptacji siatki,
poniewaz liczba stopni swobody wygenerowana z
pomoca innych metod adaptacji moze by¢ za duza
nawet dla dostepnych aktualnie maszyn rownole-
glych. Przyktadem takich problemow moga by¢ za-
gadnienia zwigzane z obliczeniami rozktadu pola
elektromagnetycznego w otworze odwiertu w kto-
rym zastosowano metalowa ochrong otworu. W
problemie tym opornos$¢ witasciwa metalowej
ochrony otworu odwiertu jest o dziesi¢¢ rzedow
wielko$ci wigkszy niz oporno$¢ wlasciwa warstw
gleby. Rozwiazanie takich probleméw jest mozli-
we tylko z pomoca rownolegltych kodow automa-
tycznej hp adaptacji (Pardo, 2005¢).

+ Opracowana strategia automatycznej sp adaptacji
nie zalezy od rodzaju rozwazanego problemu. Ak-
tualnie dwuwymiarowa wersja sekwencyjna kodu
pracuje dla problemow obliczania rozktadu ciepta
(rownanie Laplace'a), rownan liniowej sprezysto-
sci, dla problemow akustyki, problemdw oblicza-
nia rozktadu fal elektromagnetycznych w osrodku
ciaglym (rownania Maxwella). Wersja tréjwymia-
rowa pracuje dla rownan Laplace'a, oraz dla row-
nania liniowej spre¢zystosci. Prowadzone sa prace
nad rozszerzeniem wersji o rOwnania Maxwella
(Kurtz, 2005). Kody réwnolegte pracuja dla réw-
nan Laplace'a, prowadzone sa prace nad rozsze-
rzeniem kodéw o rownania liniowej sprezystosci
(Paszynski i in., 2005b).
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