
IN
FO

R
M

A
TY

K
A

 W
 T

E
C

H
N

O
LO

G
II 

M
A

TE
R

IA
ŁÓ

W

� 1 �

ZASTOSOWANIE RÓWNOLEG£YCH KODÓW HP ADAPTACJI
DO EFEKTYWNEGO DOK£ADNEGO ROZWI¥ZYWANIA

PROBLEMÓW DWU I TRÓJWYMIAROWYCH

MACIEJ PASZYÑSKI, LESZEK DEMKOWICZ

APPLICATION OF PARALLEL HP ADAPTIVE CODES FOR EFFICIENT
ACCURATE SOLVING OF 2D AND 3D PROBLEMS

Abstract

In many engineering problems the finite element method domain consists in areas described by different
material constants. In such a case, there are singularities of the numerical solution at interfaces of different
materials. To minimize the error of the solution, the finite element mesh must be refined. This paper presents
a description of a 2D and 3D parallel fully automatic hp-adaptive finite element codes. The codes refine in
a fully automatic mode initial finite element mesh in order to minimize error of the numerical solution. The
hp adaptive strategy delivers fastest convergence of the size of the finite element mesh with respect to the
error of the solution of the problem under consideration, within all known adaptive strategies. The paralle-
lization of the hp adaptive codes allows use the strategy to solve large engineering problems in reasonable
time.
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1. WPROWADZENIE

Próby modelowania bazuj¹ce na tradycyjnej Me-
todzie Elementów Skoñczonych (MES) napotykaj¹ na
szereg ograniczeñ metodologicznych oraz technicz-
nych. W trakcie symulacji pojawiaj¹ siê czêsto lokal-
ne osobliwo�ci rozwi¹zania numerycznego. W przy-
padku problemów eliptycznych b³¹d propaguje siê na
ca³y obszar obliczeniowy i rozwi¹zanie numeryczna
zawiera wówczas du¿y b³¹d globalny. W celu popra-
wienia jako�ci rozwi¹zania konieczna jest adaptacja
siatki. Dodatkowym powa¿nym ograniczeniem jest
czasoch³onno�æ obliczeniowa, spowodowana du¿ym
zagêszczeniem siatki elementów skoñczonych, wyma-

ganym dla poprawienia jako�ci rozwi¹zania numerycz-
nego w miejscach wystêpowania osobliwo�ci.

Metoda hp adaptacji polega na równoczesnym za-
stosowaniu elementów skoñczonych o lokalnie zmie-
niaj¹cym siê rozmiarze h, oraz rzêdzie aproksymacji
wielomianowej p. Uzasadnienie stosowania elemen-
tów hp jest nastêpuj¹ce. Podczas rozwi¹zywania rów-
nañ ró¿niczkowych cz¹stkowych metod¹ elementów
skoñczonych, w modelowanym obszarze wystêpuj¹
osobliwo�ci, zwi¹zane np. z nieci¹g³o�ci¹ parametrów
modelu (sta³ych materia³owych, warunków brzego-
wych) czy kszta³tem modelowanego obszaru. Czêsto
modelowany obszar podzielony jest na podobszary
opisane z pomoc¹ ró¿nych sta³ych materia³owych ró¿-
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ni¹cych siê niekiedy o kilka rzêdów wielko�ci. Oso-
bliwo�ci te mog¹ mieæ postaæ pojedynczych punktów
lub byæ zlokalizowane wokó³ granicy kilku obszarów
opisanych ró¿nymi parametrami fizycznymi. W tych
obszarach wystêpuj¹ du¿e gradienty funkcji rozwi¹-
zania, co prowadzi do du¿ych b³êdów numerycznych.
Dla poprawy jako�ci rozwi¹zania i minimalizacji kosz-
tów obliczeniowych, konieczne jest lokalne zagêsz-
czenie siatki elementów w obszarze osobliwo�ci, oraz
stopniowe zwiêkszanie rzêdu aproksymacji na elemen-
tach skoñczonych w pobli¿u osobliwo�ci. Kody auto-
matycznej hp adaptacji (Demkowicz, 2002a; Demko-
wicz i in., 2002b; Rachowicz i in., 2004; Kurtz, 2005;
Paszyñski i in., 2005a; Paszyñski i in., 2006) wyko-
nuj¹ te zadania w pe³ni automatycznie, analizuj¹c b³¹d
rozwi¹zania MES na aktualnej siatce elementów skoñ-
czonych, i podejmuj¹c decyzjê o rodzaju zagêszczeñ
siatki i zwiêkszaniu rzêdu aproksymacji. Kod auto-
matycznej adaptacji hp potrafi automatycznie podj¹æ
decyzjê, które elementy skoñczone nale¿y podzieliæ
(zagê�ciæ siatkê MES), oraz na których elementach
nale¿y zwiêkszyæ rz¹d aproksymacji. Umiejêtno�æ
podejmowania decyzji o lokalnych adaptacjach siatki
elementów minimalizuje koszt obliczeñ numerycz-
nych. Wystarczy bowiem dokonaæ adaptacji siatki
MES w obszarach wystêpowania osobliwo�ci, o du-
¿ym b³êdzie rozwi¹zania numerycznego. Miejsca te
stanowi¹ zwykle pewn¹ niewielk¹ czê�æ modelowa-
nego obszaru. Unikamy w ten sposób du¿ego kosztu
obliczeniowego wystêpuj¹cego przy globalnych ada-
ptacjach siatki, takich jak globalne zagêszczenie siat-
ki MES (podzielenie ka¿dego elementu skoñczone-
go) lub globalne zwiêkszenie rzêdu aproksymacji
(zwiêkszenie rzêdu aproksymacji na ka¿dym elemen-
cie). Z pomoc¹ strategii automatycznej hp adaptacji
mo¿liwe jest uzyskanie rozwi¹zania numerycznego z
du¿¹ dok³adno�ci¹ na optymalnej pod wzglêdem ilo-
�ci stopni swobody siatce MES. Rozwi¹zano za jej
pomoc¹ problemy z dok³adno�ci¹ siêgaj¹c¹
0.0000000001% b³êdu wzglêdnego w normie energe-
tycznej (z dok³adno�ci¹ 10 cyfr po przecinku) (Paszyñ-
ski i in., 2005c). Dziêki zastosowaniu wersji równole-
g³ej kodu, mo¿liwe jest wykonanie szeregu obliczeñ
dla du¿ych problemów z dobr¹ dok³adno�ci¹ w krót-
kim czasie.

Metoda elementów skoñczonych w konwencjonal-
nym podej�ciu jest dobrze udokumentowana i po-
wszechnie wykorzystywana do obliczania rozk³adu
ciep³a, rozk³adu fal elektromagnetycznych i akustycz-
nych, oraz do modelowania zjawisk zachodz¹cych w
odkszta³canym materiale. Metody adaptacyjne by³y z
powodzeniem u¿ywane do obliczeñ rozk³adu ciep³a,
rozk³adu fal elektromagnetycznych i akustycznych
(Demkowicz, 2002a; Demkowicz i in., 2002b; Racho-
wicz i in., 2004) oraz do obliczania odkszta³ceñ mate-

ria³ów (Babu�ka, 1981; Chang i Demkowicz, 1995;
Remakle i in., 2000).

Schemat automatycznej adaptacji hp jest niezale¿-
ny od modelowanego problemu, bo szacowanie b³êdu
MES i decyzja o optymalnym lokalnym zagêszczaniu
siatki i zwiêkszeniu rzêdu aproksymacji wielomiano-
wej podejmowana jest na podstawie porównania roz-
wi¹zañ na dwóch siatkach elementów: aktualnej siat-
ce rzadkiej, oraz na siatce zagêszczonej powsta³ej
poprzez podzielenie ka¿dego elementu skoñczonego
i jednorodnemu zwiêkszeniu rzêdu aproksymacji.

Zrównoleglanie kodów hp adaptacji jest zadaniem
trudnym. Jedyne znane nam kody równoleg³e wspie-
raj¹ce hp adaptacje to kod opracowany przez Joe
Flacherty w kontek�cie Discontinuous Galerkin Me-
thods (DG) (Remacle i in., 2005), oraz kod opracowa-
ny przez Abani Patra (Patra, 1995), który ma swoje
korzenie w pracach Leszka Demkowicza. ̄ aden z tych
kodów nie wspiera automatycznej hp adaptacji.

Równoleg³a wersja kodów automatycznej hp ada-
ptacji (Paszyñski i in., 2005a; Paszyñski i in., 2006)
powsta³a poprzez zrównoleglenie wersji sekwencyj-
nych dwu i trójwymiarowych (Demkowicz, 2002a;
Demkowicz i in., 2002b; Rachowicz i in., 2004; Kurtz,
2005). Wersja równoleg³a pozwala na efektywne zre-
dukowanie czasu obliczeñ. Zrównoleglenie sekwen-
cyjnych wersji dwu i trójwymiarowych kodów auto-
matycznej hp adaptacji objê³o wszystkie etapy
algorytmu:
1. Obszar obliczeniowy dzielony jest na podobszary

przypisane do poszczególnych procesorów. Inny-
mi s³owy implementacja równoleg³a opiera siê na
paradygmacie dekompozycji obszaru obliczenio-
wego.

2. Obci¹¿enia poszczególnych procesorów zwi¹zane
z kosztem obliczeñ nad poszczególnymi podobsza-
rami równowa¿one s¹ w ka¿dej iteracji procesu
automatycznej hp adaptacji. Biblioteka ZOLTAN
(Devine i in., 1999) u¿ywana jest do podejmowa-
nia decyzji o równomiernym podziale obszaru ob-
liczeniowego na podobszary w celu zrównowa¿e-
nia obci¹¿eñ numerycznych. Na pocz¹tku ka¿dego
kroku iteracji, po skonstruowaniu nowej dok³ad-
niejszej siatki obliczeniowej, pewne elementy skoñ-
czone wysy³ane s¹  do innych podobszarów.

3. Rozwa¿any problem rozwi¹zywany jest z pomoc¹
równoleg³ego solwera wielofrontalnego (Geng,
1997).

4. Algorytmy podejmowania decyzji o optymalnych
zagêszczeniach siatki i optymalnym zwiêkszaniu
rzêdu aproksymacji wielomianowej pracuj¹ w pe³ni
równolegle nad poszczególnymi obszarami obli-
czeniowymi. Na tym etapie konieczna jest komu-
nikacja pomiêdzy procesorami w celu zapewnie-
nia globalnej integralno�ci siatki.
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Kod równoleg³y zaimplementowany zosta³ w jê-
zyku Fortran 90 w oparciu o paradygmat wymiany
komunikatów (Message Passing) z zastosowaniem
standardu  Message Passing Inteface (MPI), a decyzje
o optymalnych podzia³ach siatki obliczeniowej opar-
to na bibliotece ZOLTAN (Devine i in., 1999).

Przyk³ady numeryczne obejmuj¹
1. Dwuwymiarowy problem wzorcowy obliczenia

rozk³adu ciep³a w obszarze w kszta³cie litery L,
opracowany przez Ivo Babu�kê (Babu�ka i in.,
1986a; Babu�ka i in., 1986b)

2. Dwuwymiarowy problem obliczenia anizotropo-
wego rozk³adu ciep³a we wnêtrzu baterii ze sta³y-
mi materia³owymi ró¿ni¹cymi siê o 6 rzêdów wiel-
ko�ci, pochodz¹cy z Sandia National Laboratories
w Los Alamos, USA

3. Trójwymiarowy problem wzorcowy Fichery, obli-
czenia rozk³adu ciep³a w kostce z usuniêt¹ 1/8 czê-
�ci¹ kostki

4. Trójwymiarowy problem obliczenia rozk³adu fal
elektromagnetycznych w warstwach górotworu z
anteny nadawczej umieszczonej w otworze odwier-
tu, maj¹cy zastosowanie w identyfikacji lokaliza-
cji z³ó¿ ropy naftowej.
Strategie adaptacji siatki
W celu zminimalizowania b³êdu rozwi¹zania nu-

merycznego w obszarach wystêpowania osobliwo�ci
konieczne jest zastosowanie adaptacji siatki MES.
Strategie adaptacji siatki sklasyfikowaæ mo¿na nastê-
puj¹co:
1. Jednorodna h adaptacja, w której wszystkie ele-

menty skoñczone na ca³ej siatce obliczeniowej
dzielone s¹ na 4 mniejsze elementy dla problemów
dwuwymiarowych lub na 8 mniejszych elementów
dla problemów trójwymiarowych.

2. Jednorodna p adaptacja, w której wielomianowy
stopieñ aproksymacji podnoszony jest globalnie na
wszystkich elementach skoñczonych w ca³ym ob-
szarze siatki MES.

3. h adaptacja, w której jedynie niektóre elementy
skoñczone s¹ ³amane, tylko w tych miejscach ob-
szaru obliczeniowego w których b³¹d rozwi¹zania
numerycznego jest du¿y. W przypadku obszaru
dwuwymiarowego mo¿liwe jest z³amanie elemen-
tu skoñczonego w kierunku poziomym, pionowym
lub w obydwu kierunkach. W przypadku obszaru
trójwymiarowego mo¿liwe jest z³amanie elemen-
tu skoñczonego w jednym z trzech kierunków osi
x, y, z lub w dwóch lub w trzech kierunkach jedno-
cze�nie.

4. hp adaptacja, w której jedynie niektóre elementy
skoñczone s¹ ³amane, oraz wielomianowy rz¹d
aproksymacji podnoszony jest jedynie na niektó-
rych elementach skoñczonych.

Dokonamy teraz porównania wszystkich powy¿-
szych strategii adaptacji, opieraj¹c siê na wzorcowym
problemie obliczenia rozk³adu ciep³a w obszarze w
kszta³cie litery L, zaproponowanym przez Ivo Babu�kê
(Babu�ka i in., 1986a; Babu�ka i in., 1986b)


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Powy¿szy uk³ad równañ zapisany zosta³ w karte-
zjañskim uk³adzie wspó³rzêdnych o pocz¹tku w punk-
cie O, przedstawionym na rysunku 1. Zerowy waru-
nek brzegowy Dirichleta za³o¿ony zosta³ na dwóch
wewnêtrznych krawêdziach obszaru, warunek brze-
gowy Neumanna za³o¿ony zosta³ na czterech ze-
wnêtrznych krawêdziach obszaru, patrz rysunek 1.

Po prawej stronie warunku brzegowego Neuman-
na zdefiniowanego we wzorze (1) wystêpuje funkcja
g, która obliczana jest na podstawie znanego rozwi¹-
zania dok³adneg

( ) 




 Π+θ=θ

23

2
sin, 3

2

rru (2)

gdzie (r, q) to wspó³rzêdne w biegunowym uk³adzie
wspó³rzêdnych o pocz¹tku w punkcie O, zorientowa-
nym przeciwnie do ruchu wskazówek zegara, przed-
stawionym na rysunku 1. Pierwsze pochodne rozwi¹-
zania s¹ osobliwe w punkcie centralnym obszaru. Z
tego powodu w punkcie tym wystêpuj¹  osobliwo�ci
rozwi¹zania numerycznego. W celu polepszenia ja-
ko�ci rozwi¹zania konieczna jest adaptacja siatki MES.

Dla tak zdefiniowanego problemu uruchomiono
wszystkie powy¿sze strategie adaptacji siatki. Auto-
matyczny kod hp adaptacji umo¿liwia równie¿ uru-
chamianie wymienionych prostszych strategii adapta-
cji. Porównanie siatek optymalnych dostarczaj¹cych

Rysunek 1. Warunki brzegowe dla problemu obliczenia rozk³adu
ciep³a w obszarze w kszta³cie litery L (boundary conditions for L-
shape domain heat transfer problem).
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rozwi¹zanie z dok³adno�ci¹ 0.1% b³êdu wzglêdnego
w normie energetycznej zaprezentowano na rysunku
2. B³¹d wzglêdny w normie energetycznej erel doty-
cz¹cy rozwi¹zania na danej siatce elementów skoñ-
czonych zdefiniowany jest jako

1
1,2

1
1,2

,

+

+
−

=

ph

phph

rel

u

uu

e
(3)

gdzie uh,p oznacza rozwi¹zanie na danej siatce elemen-

tów skoñczonych, 1,2 +phu  oznacza rozwi¹zanie na

siatce powsta³ej poprzez podzielenie ka¿dego elementu
z danej siatki na 4 elementy (w przypadku siatki dwu-
wymiarowej) lub 8 elementów (w przypadku siatki
trójwymiarowej) oraz podniesieniu rzêdu aproksyma-
cji wielomianowej o 1 we wnêtrzu ka¿dego elementu,
na ka¿dej krawêdzi elementu oraz na ka¿dej �cianie
elementu w przypadku siatki trójwymiarowej, nato-

miast 1 oznacza normê energetyczn¹ czyli normê w

przestrzeni Sobolewa H1.
Porównanie zbie¿no�ci poszczególnych metod ada-

ptacji przestawiono na rysunku 3. Pozioma o� przed-
stawia logarytm dziesiêtny z ilo�ci stopni swobody na
aktualnej siatce MES, pionowa o� przedstawia pro-
cent b³êdu wzglêdnego rozwi¹zania w normie ener-
getycznej.

Najbardziej kosztown¹ strategi¹ adaptacji jest jed-
norodna h adaptacja. Nastêpne klasyfikuj¹ siê meto-
dy jednorodnej p adaptacji uruchomione na siatce star-
towej z³o¿onej z 3 i 12 elementów. Metody p adaptacji
ograniczone s¹ przez maksymalny stopieñ wielomia-
nu p = 9 zaimplementowany w kodzie.

Kod automatycznej h adaptacji zagêszcza siatkê w
kierunku centralnej osobliwo�ci. W celu wyg³adzenia
rozwi¹zania na pozosta³ej czê�ci obszaru konieczne
by³o zagêszczenie siatki elementów skoñczonych. Kod
automatycznej hp adaptacji ³amie elementy skoñczo-
ne w okolicy centralnej osobliwo�ci, a w pozosta³ej
czê�ci obszaru modyfikuje odpowiednio stopieñ aprok-
symacji wielomianowej. Maksymalna dok³adno�æ
uzyskana przez nas z pomoc¹ metody h adaptacji to
0.07%  b³êdu wzglêdnego w normie energetycznej dla
1700 stopni swobody (patrz rysunek 3). Podobn¹ do-
k³adno�æ rozwi¹zania uzyskaæ mo¿na z pomoc¹ kodu
hp adaptacji u¿ywaj¹c jedynie oko³o 900 stopni swo-
body. Wynika st¹d ¿e z pomoc¹ metody hp adaptacji
mo¿liwe jest uzyskanie rozwi¹zania o takiej samej
dok³adno�ci na siatce elementów skoñczonych zawie-
raj¹cej istotnie mniej stopni swobody. Metoda hp ada-
ptacji jest wiêc rozwi¹zaniem tañszym od metody h
adaptacji, poniewa¿ koszt rozwi¹zania problemu ro-
�nie wraz z ilo�ci¹ u¿ytych stopni swobody.

Pocz¹wszy od pewnego momentu, jedynie meto-
da hp adaptacji zbiega siê asymptotycznie na wykre-
sie na którym b³¹d wzglêdny przedstawiono wzglê-
dem ilo�ci stopni swobody w potêdzie 1/3 (patrz górny
wykres na rysunku 3). Mówimy ¿e jedynie metoda hp
adaptacji zbiega siê eksponencjalnie. Na wykresie na
którym przedstawiono logarytm dziesiêtny b³êdu
wzglêdnego w normie energetycznej wzglêdem loga-
rytmu z ilo�ci stopni swobody, metoda h adaptacji
zbiega siê asymptotycznie, natomiast metoda hp ada-
ptacji zbiega siê jeszcze szybciej (patrz dolny wykres
na rysunku 3). Eksponencjalna zbie¿no�æ metody hp
adaptacji jest potwierdzona teoretycznie (Schwab,
1998).

Z naszych do�wiadczeñ wynika ¿e punkt na krzy-
wej zbie¿no�ci w którym hp adaptacja zyskuje prze-
wagê nad h adaptacj¹ wystêpuje tym bli¿ej i bardziej

Rysunek 2. Porównanie siatki optymalnej uzyskanej z pomoc¹ metody h adaptacji (dla p = 2) z siatk¹ optymaln¹ uzyskana z pomoc¹ metody
hp adaptacji dostarczaj¹ce rozwi¹zanie z dok³adno�ci¹ 0.1%. Automatyczna hp adaptacji ³amie elementy skoñczone w obszarze osobliwo-
�ci, podnosz¹c stopieñ aproksymacji wielomianowej w pozosta³ym obszarze siatki. Ró¿ne kolory oznaczaj¹ ró¿ny stopieñ aproksymacji
wielomianowej p=1,2,...,8. (Comparison of optimal h-adaptive (p = 2) and hp-adaptive meshes delivering 0.1 % accuracy. The hp FEM
keeps breaking the elements at the singularity point but replaces the h refinements in the regular regions with higher order elements. The
color scale indicates varying order of polynomial degree p = 1,2,�,8).
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z³o¿ony jest rozwa¿any problem. Na przyk³ad dla opi-
sanego poni¿ej dwuwymiarowego problemu oblicze-
nia anizotropowego rozk³adu ciep³a we wnêtrzu bate-
rii, metoda hp adaptacji dostarcza rozwi¹zanie z
dok³adno�ci¹ 1% na siatce zawieraj¹cej 7 tysiêcy stop-
ni swobody, metoda p adaptacji startuj¹ca z zaprojek-
towanej rêcznie przez specjalistê siatki potrzebuje 250
tysiêcy stopni swobody dla zapewnienia dok³adno�ci
1%, natomiast metoda h adaptacji nie jest w stanie w
ogóle osi¹gn¹æ takiej dok³adno�ci.

2. ROZPROSZONA STRUKTURA
DANYCH DO PRZECHOWYWANIA
SIATKI ELEMENTÓW
SKOÑCZONYCH

2.1. Rodzaje u¿ytych elementów skoñczoncyh

Sekwencyjny dwuwymiarowy kod automatycznej
hp adaptacji u¿ywa elementów trójk¹tnych oraz pro-
stok¹tnych. Mo¿liwe jest ³¹czenie obydwu rodzajów
elementów na jednej siatce. Sekwencyjny kod trójwy-
miarowy u¿ywa elementów prostopad³o�ciennych.
Kody równoleg³e u¿ywaj¹ wy³¹cznie elementów pro-
stok¹tnych w przypadku siatek dwuwymarowych oraz
prostopad³o�ciennych w przypadku siatek trójwymia-
rowych.

Ka¿dy element prostopad³o�cienny w trzech wy-
miarach posiada 8 wierzcho³ków w których stopieñ

aproksymacji wielomianowej wynosi 1. Ka¿dy ele-
ment element prostopad³o�cienny posiada 12 krawê-
dzi. Rz¹d aproksymacji wielomianowej na ka¿dej kra-
wêdzi mo¿e zmieniaæ siê dowolnie od pierwszego do
maksymalnego zaimplementowanego stopnia (w ak-
tualnej wersji kodu maksymalny stopieñ aproksyma-
cji wielomianowej ustalony zosta³ na 9, jednak¿e
zwiêkszenie maksymalnego stopnia aproksymacji jest
trywialne i wymaga jedynia dodanie nowych funkcji
kszta³tu do rodziny hierarchicznych funkcji kszta³tu).
Na ka¿dej krawêdzi u¿yte zosta³y jednowymiarowe
hierarchiczne funkcje kszta³tu Lagrange'a, które umo¿-
liwiaj¹ proste zwiêkszanie  stopnia aproksymacji wie-
lomianowej (Demkowicz, i in. 2002b). Na ka¿dej �cia-
nie elementu prostopad³o�ciennego u¿yte zosta³y
dwuwymiarowe hierarchiczne funkcje kszta³tu zdefi-
niowane jako iloczyn tensorowy dwóch jednowymia-
rowych hierarchicznych funkcji kszta³tu (Demkowicz
i in., 2002b). Umo¿lwiaj¹ one dowolne zmiany stop-
nia aproksymacji wielomianowej, od pierwszego do
maksymalnego stopnia, w ka¿dym z dwóch kierun-
ków w lokalnym uk³adzie wspó³rzêdnych �ciany. We
wnêtrzu ka¿dego elementu prostopad³o�ciennego u¿y-
te zosta³y trójwymiarowe hierarchiczne funkcje kszta³-
tu zdefiniowane jako iloczyn tensorowy trzech jedno-
wymiarowych hierarchicznych funkcji kszta³tu
(Demkowicz i in., 2002b). Umo¿liwiaj¹ one dowolne
zmiany stopnia aproksymacji wielomianowej, od
pierwszego do maksymalnego, w ka¿dym z trzech kie-
runków w lokalnym uk³adzie wspó³rzêdnych elemen-
tu. Tak wiêc ka¿dy element skoñczony mo¿e mieæ ró¿-
ne stopnie aproksymacji wielomianowej na ka¿dej
krawêdzi, ró¿ne stopnie aproksymacji wielomianowej
na ka¿dej �cianie w ka¿dym z dwóch kierunków, oraz
we wnêtrzu, w ka¿dym z trzech kierunków.

Elementy prostok¹tne na siatkach dwuwymiaro-
wych maj¹ podobn¹ strukturê, posiadaj¹ 4 wierzcho³-
ki ze stopniem aproksymacji wielomianowej ustalo-
nym na 1, 4 krawêdzie z dowolnym stopniem
aproksymacji wielomianowej, i �rodek z dowolnymi
stopniami aproksymacji wielomianowej w ka¿dym z
dwóch mo¿liwych kierunków (Demkowicz, 2002a).

Mówimy ¿e element posiada jednorodny stopieñ
aproksymacji wielomianowej p je�li stopieñ aproksy-
macji ka¿dej jego krawêdzi, ka¿dej �ciany w ka¿dym
z dwóch kierunków oraz jego wnêtrza w ka¿dym z
trzech kierunków wynosi p.

2.2. Odwzorowanie geometrii modelowanego
obszaru

Geometria modelowanego obszaru opisana jest z
pomoc¹ listy tzw. obiektów GMP (Geometrical Mo-
deling Package) (Dong Xue i in., 2002), definiuj¹cych
p³aszczyzny, cylindry, sfery oraz elipsoidy. Pakiet

Rysunek 3. Porównanie zbie¿no�ci dla strategii jednorodnej h
adaptacji, jednorodnej p adaptacji ( dla 3 lub 12 elementów siatki
pocz¹tkowej), h adaptacji (dla p = 2), oraz hp adaptacji. Metoda
hp adaptacji zbiega siê asymptotycznie na wykresie na którym b³¹d
wzglêdny przedstawiono wzglêdem ilo�ci stopni swobody w potê-
dzie 1/3.  Metoda h adaptacji zbiega siê asymptotycznie na wykre-
sie na którym przedstawiono logarytm z b³êdu wzglêdnego w od-
niesieniu do logarytmu z ilo�ci stopni swobody, natomiast metoda
hp adaptacji zbiega siê jeszcze szybciej. (Comparison of conver-
gence for uniform h, uniform p (two initial meshes of 3 or 12 ele-
ments), h-adaptive (p = 2), and the hp-adaptive refinements. The
method of hp adaptivity converges in assymptotic way when rela-
tive error is drawn versus number of degrees of freedom in power
of 1/3. The method of h adaptivity converges exponentially on log-
log scale, and the hp adaptivity is faster in such a case).
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GMP jest pakietem otwartym, mo¿liwe jest definio-
wanie i dodawanie nowych typów obiektów GMP.
Elementy skoñczone siatki pocz¹tkowej rozpinane s¹
na obiektach GMP. Krawêdzie i �ciany u¿ywanych
elementów prostopad³o�ciennych automatycznie
aproksymuj¹ geometriê modelowanego obszaru zde-
finiowanego za pomoc¹ obiektów GMP (Dong Xue i
in., 2002). Opisane powy¿ej elementy prostopad³o-
�cienne s¹ to tzw. elementy izoparametryczne, w któ-
rych te same funkcje kszta³tu u¿ywane s¹ do aproksy-
macji rozwi¹zania jak i do aproksymacji geometrii
modelowanego obszaru. Oznacza to na przyk³ad ¿e
je�li okre�limy geometriê obszaru jako obiekt GMP
definiuj¹cy cylinder, oraz dwóch obiektów GMP de-
finiuj¹cych p³aszczyzny definiuj¹cych spód i górê
cylindra, a nastêpnie wype³nimy cylinder 4 prostopa-
d³o�ciennymi elementami skoñczonymi w których
u¿yto jednorodnego stopnia aproksymacji wielomia-
nowej p = 1, wówczas obszar obliczeniowy bedzie mia³
kszta³t prostopad³o�cianu, poniewa¿ wielomiany
pierwszego rzêdu nie s¹ wstanie odzworowaæ geome-
trii cylindra. Konieczne jest u¿ycie siatki pocz¹tko-
wej zawieraj¹cej np. 4 elementy o jednorodnym stop-
niu aproksymacji wielomianowej p = 2. Nazwa
element "prostopad³o�cienny" jest wiêc o tyle myl¹-
ca, ¿e element ten mo¿e odwzorowaæ praktycznie do-
wolnie skomplikowan¹ geometriê. Innymi s³owy kra-
wêdzie elementów "prostopad³o�ciennych" mog¹ byæ
opisane z pomoc¹ wielomianów dowolnego stopnia,
od pierwszego do takiego rzêdu aproksymacji wielo-
mianowej, który jest u¿ywany na tej krawêdzi w celu
aproksymacji rozwi¹zania u¿ywanego problemu. �cia-
ny elementów "prostopad³o�ciennych"  mog¹ byæ opi-
sane z pomoc¹ wielomianów dowolnego stopnia w
ka¿dym z dwóch mo¿liwych kierunków, w lokalnym
uk³adzie wspó³rzêdnych �ciany, od pierwszego do ta-
kiego rzêdu aproksymacji wielomianowej, który jest
u¿ywany na tej �cianie w celu aproksymacji rozwi¹-
zania u¿ywanego problemu. Przyk³adem skompliko-
wanej geometrii opisanej z pomoc¹ pakietu GMP i
modelowanym z pomoc¹ trójwymiarowego kodu au-
tomatycznej hp adaptacji z u¿yciem opisanych powy-
¿ej elementów "prostopad³o�ciennych" jest model
ludzkiej g³owy (Dong Xue, 2005).

2.3. Adaptacje siatki

W czasie dzia³ania algorytmu automatycznej hp
adaptacji elementy skoñczone z pocz¹tkowej siatki
MES mog¹ zostaæ podzielone na nowe mniejsze ele-
menty. Element prostok¹tny z siatki dwuwymiarowej
mo¿e zostaæ podzielony na 4 nowe elementy, lub na 2
nowe elementy w jednym z dwóch mo¿liwych kie-
runków. Element prostopad³o�cienny z siatki trójwy-
miarowej mo¿e zostaæ podzielony na 8 nowych ele-
mentów, lub na 4 nowe elementy w jednym z trzech
mo¿liwych kierunków, lub na 2 nowe elementy w jed-
nym z 3 mo¿liwych kierunków. W strukturze danych
przechowywane s¹ jedynie elementy siatki pocz¹tko-
wej. Nowe elementy, powsta³e w wyniku dzia³ania
adaptacji, nie s¹ przechowywane w strukturze danych.
Zamiast tego, w strukturze danych tworzone s¹ wêz³y
nowo powsta³ych elementów. Wêz³y te przechowy-
wane s¹ w drzewach o wierzcho³kach w wêz³ach ele-
mentów siatki pocz¹tkowej.

Rozwa¿my dla przyk³adu podzia³ elementu siatki
pocz¹tkowej na 2 nowe elementy, przedstawiony na
rysunku 4.
1. Powstaj¹ dwa nowe wêz³y reprezentuj¹ce �rodki

nowych elementów, oraz 1 nowy wêze³ reprezen-
tuj¹cy �cianê wspóln¹ nowych elementów. Nowo
powsta³e wêz³y staj¹ siê dzieæmi wêz³a �rodka ele-
mentu siatki pocz¹tkowej.

2. Powstaje 8 nowych wêz³ów reprezentuj¹cych �cia-
ny boczne nowych elementów oraz 4 nowe wêz³y
reprezentuj¹ce krawêdzie wspólne nowych elemen-
tów. Nowo powsta³e wêz³y staj¹ siê dzieæmi odpo-
wiednich wêz³ów reprezentuj¹cych �ciany elemen-
tu siatki pocz¹tkowej.

3. Powstaje 8 nowych wêz³ów reprezentuj¹cych kra-
wêdzie boczne nowych elementów. Nowo powsta³e
wêz³y staj¹ siê dzieæmi odpowiednich wêz³ów re-
prezentuj¹cych krawêdzie elementu siatki pocz¹t-
kowej.
Mówimy ¿e podczas dzielenia elementu ³amane jest

jego wnêtrze (punkt 1), ³amane s¹ jego �ciany (punkt
2), ³amane s¹ jego krawêdzie (punkt 3). W przypadku
dalszych adaptacji siatki, powstaj¹ wielopoziomowe

Rysunek 4. Podzielenie elementu na 2 nowe elementy (Breaking of an element into 2 son elements).
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drzewa wêz³ów o korzeniach w wêz³ach elementów
siatki pocz¹tkowej. Obliczenia MES prowadzone s¹
na aktywnych elementach wyznaczanych poprzez prze-
gl¹danie drzew wêz³ów elementów siatki pocz¹tko-
wej. Wêz³y aktywnych elementów to li�cie drzew prze-
chowywanych w strukturze danych.

2.4. Rozproszona struktura danych

Siatka elementów skoñczonych przechowywana
jest w rozproszonej strukturze danych (Paszyñski i in.,
2005a; Paszyñski i in., 2006), przedstawionej na ry-
sunku 5. Ka¿dy procesor przechowuje wszystkie
obiekty GMP definiuj¹ce geometriê modelowanego
obszaru. Na pocz¹tku obliczeñ ka¿dy procesor gene-
ruje elementy skoñczone siatki pocz¹tkowej w nie-
których obiektach GMP, które zosta³y mu przypisane
w taki sposób aby ka¿dy procesor mia³ podobn¹ ich
liczbê. Elementy skoñczone siatki pocz¹tkowej prze-
chowuj¹ wska�niki do obiektów GMP w których zo-
sta³y wygenerowane. Ponadto ka¿dy element siatki
pocz¹tkowej przechowuje wska�niki do wszystkich
s¹siaduj¹cych elementów siatki pocz¹tkowej, które
mog¹ równie¿ znajdowaæ siê na s¹siednich proceso-
rach. W czasie dzia³ania algorytmu automatycznej hp
adaptacji elementy skoñczone z pocz¹tkowej siatki
MES mog¹ zostaæ podzielone na nowe mniejsze ele-
menty. W strukturze danych przechowywane s¹ wê-
z³y nowo tworzonych elementów, w postaci drzew o
korzeniach w wêz³ach elementów siatki pocz¹tkowej.
Tak wiêc je�li dany element aktywny potrzebuje wy-
znaczyæ s¹siaduj¹ce elementy aktywne, konieczne jest
przej�cie do korzenia drzewa wêz³ów, do elementu
siatki pocz¹tkowej, nastêpnie znalezienie s¹siaduj¹-
cego elementu siatki pocz¹tkowej z u¿yciem wska�-
ników do s¹siadów przechowywanych w elementach
siatki pocz¹tkowej, i w koñcu zej�cie w dó³ drzew
wêz³ów s¹siaduj¹cego elementu siatki pocz¹tkowej
(drzewa wêz³ów rosn¹ "korzeniami do góry").

2.5. Zasady regularno�ci siatki

W czasie wykonywania adaptacji siatki, wymusza-
ne s¹ nastêpuj¹ce zasady regularno�ci siatki:
1. Wnêtrze elementu zawsze mo¿e zostaæ z³amane.
2. �ciana elementu mo¿e zostaæ z³amana tylko wte-

dy gdy z³amane s¹ wszystkie wnetrza elementów
s¹siaduj¹cych do danej �ciany.

3. Krawêd� elementu mo¿e zostaæ z³amana tylko wte-
dy gdy z³amane s¹ wszystkie �ciany s¹siaduj¹ce z
dan¹ krawêdzi¹.

4. Dany element mo¿e zostaæ z³amany tylko jeden raz
bez konieczno�ci ³amania elementów s¹siaduj¹-
cych.

5. Stopieñ aproksymacji wielomianowej na �cianie
elementu nie mo¿e byæ wiekszy ni¿ stopieñ aprok-
symacji we wnêtrzu elementu w stosownym kie-
runku.

6. Stopieñ aproksymacji wielomianowej na krawêdzi
elementu nie mo¿e byæ wiêkszy ni¿ stopieñ aprok-
symacji na �cianie elementu w stosownym kierun-
ku.

Regu³y 5 i 6 nosz¹ nazwê regu³ minimalnego stop-
nia aproksymacji wielomianowej i s¹ one naturaln¹
konsekwencje faktu, i¿ nie da siê znale�æ wielomianu
okre�lonego na p³aszczy�nie, stopnia p wzglêdem
zmiennej okre�lonej na osi równoleg³ej do danej kra-
wêdzi, który po zawê¿eniu do tej krawêdzi by³by wie-
lomianem stopnia p + 1.

Regu³y 1-3 oznaczaj¹ np. ¿e je�li ³amany jest ele-
ment s¹siaduj¹cy do danej �ciany, ale element po dru-
giej stronie �ciany nie jest z³amany, to dana �ciana
pozostaje niez³amana, patrz rysunek 6. Regu³a 4 ozna-
cza ¿e je�li ³amany jest jeden z nowo powsta³ych ele-
mentów przyleg³y do niez³amanej �ciany, to wówczas
wymuszane jest z³amanie elementu s¹siaduj¹cego,
patrz rysunek 7.

Wymuszanie powy¿szych zasad regularno�ci siat-
ki stanowi jedn¹ z g³ównych komplikacji podczas
implementacji równoleg³ych kodów automatycznej hp
adaptacji (Paszyñski i in., 2005a; Paszyñski i in., 2006).

Rysunek 5. Rozproszona struktura danych do przechowywania siat-
ki MES (Distributed data structure for finite element mesh).
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3. AUTOMATYCZNA STRATEGIA HP
ADAPTACJI

W rozdziale opisano zasadê dzia³ania automatycz-
nej strategii hp adaptacji, na przyk³adzie obliczenia
dwuwymiarowego anizotropowego rozk³adu ciep³a we
wnêtrzu baterii. W problemie tym poszczególne frag-
menty obszaru opisane s¹ sta³ymi materia³owymi ró¿-
ni¹cymi siê o 6 rzêdów wielko�ci. Powoduje to po-
wstawanie osobliwo�ci rozwi¹zania numerycznego na
styku obszarów o ró¿nych sta³ych materia³owych.
Obszar obliczeniowy przedstawiono na rysunku 8.

Rozwi¹zywane równanie to
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gdzie g(i) oraz a(i) to zadane funkcje.
Kod automatycznej hp adaptacji startuje z zadanej

siatki pocz¹tkowej (siatka "rzadka"), nastêpnie doko-
nuje podzia³u ka¿dego elementu oraz zwiêksza jed-
norodnie rz¹d aproksymacji w celu uzyskania siatki
"gêstej", co zosta³o zaprezentowane na rysunku 9.

Nastêpnie rozwa¿any problem rozwi¹zywany jest
na siatkach rzadkiej i gêstej. Decyzja o optymalnych
adaptacjach siatki "rzadkiej" podejmowana jest na pod-

Rysunek 6. £amanie elementu skoñczonego (Refinement of a finite
element).

Rysunek 7. Ponowne z³amanie nowego elementu wymusza z³ama-
nie elementu s¹siaduj¹cego (Next refinement leads to breaking of
the neighboring element).

Rysunek 8. Przekrój przez wnêtrze baterii z ró¿nymi parametrami
materia³owymi zaznaczonymi ró¿nymi kolorami (Cross-section of
battery interior with different material properties denoted by dif-
ferent colors).
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stawie porównania obydwu rozwi¹zañ, na
siatce "rzadkiej" i na siatce "gêstej".

Dla ka¿dego elementu siatki "rzadkiej"
podejmowana jest decyzja o optymalnej
adaptacji elementu. Uzyskana w ten spo-
sób siatka "optymalna" staje siê siatk¹
"rzadk¹" dla kolejnej iteracji algorytmu
automatycznej hp adaptacji, co przedsta-
wiono na rysunku 10. Iteracje powtarza-
ne s¹ tak d³ugo a¿ b³¹d rozwi¹zania na ak-
tualnej siatce optymalnej bêdzie ni¿szy ni¿
po¿¹dana dok³adno�æ rozwi¹zania.

4. PODEJMOWANIE
LOKALNYCH DECYZJI O
ADAPTACJI ELEMENTÓW

Dla ka¿dego elementu siatki "rzadkiej"
rozwa¿ane s¹ ró¿ne strategie adaptacji ele-
mentu, przedstawione na rysunku 11. Na
przyk³ad, gdy element prostok¹tny z siat-
ki dwuwymiarowej posiada ten sam sto-
pieñ aproksymacji wielomianowej p na
ka¿dej swojej krawêdzi oraz w obydwu
kierunkach w wê�le �rodkowym, wówczas
rozwa¿ane s¹ nastêpuj¹ce scenariusze:
1. Stopieñ aproksymacji wielomianowej

podniesiony zostanie o 1 w ka¿dym
kierunku we wnêtrzu elementu, tak ¿e
element posiada³ bêdzie jednorodny
stopieñ aproksymacji p+1.

2. Element zostanie z³amany w kierunku
poziomym na 2 nowe elementy. Stop-
nie aproksymacji wielomianowej w
ka¿dym kierunku we wnêtrzach no-
wych elementów podnoszony jest do
p+1.

3. Element zostanie z³amany w kierunku
pionowym na 2 nowe elementy. Stop-
nie aproksymacji wielomianowej w
ka¿dym kierunku we wnêtrzach no-
wych elementów podnoszony jest do
p+1.

4. Element zostanie z³amany na 4 nowe
elementy. Stopnie aproksymacji wie-
lomianowej w ka¿dym kierunku we
wnêtrzach nowych elementów podno-
szony jest do p+1.
Mo¿liwe jest równie¿ rozpatrzenie na-

stêpuj¹cych scenariuszy:
5. Stopieñ aproksymacji wielomianowej w kierunku

pionowym we wnêtrzu elementu zmodyfikowany
zostanie do stopnia p1 takiego ¿e 1  p1 < p,

6. Element zostanie z³amany w kierunku poziomym
na 2 nowe elementy. Stopnie aproksymacji wielo-

mianowej we wnêtrzach nowych elementów zmo-
dyfikowane zostan¹ do p1, p2 takich ¿e  1  p1,p2 < p.

7. Element zostanie z³amany w kierunku pionowym
na 2 nowe elementy. Stopnie aproksymacji wielo-
mianowej we wnêtrzach nowych elementów zmo-
dyfikowane zostan¹ do p1, p2 takich ¿e 1  p1,p2 < p.

Rysunek 9. Lewy rysunek: Przyk³adowa siatka "rzadka".  �rodkowy rysunek: Siatka
"gêsta" powsta³a poprzez podzielenie ka¿dego elementu na 4 oraz zwiêkszenie rzêdu
aproksymacji wielomianowej. Prawy rysunek: Siatka optymalna stworzona automa-
tycznie dziêki porównaniu rozwi¹zañ na siatce "rzadkiej" i "gêstej" (Left-hand-side
picture: Example of "coarse" grid. Middle picture: "Fine" grid obtained by breaking
each finite element into 4 sons and increasing polynomial order of approximation.
Right-hand-side picture: Optimal grid obtained by comparison of solutions over the
"coarse" and "fine" grids).

Rysunek 10. Lewy rysunek: Siatka optymalna z poprzedniej iteracji staje siê siatk¹
"rzadk¹" dla kolejnej iteracji.  �rodkowy rysunek: Siatka "gêsta" w drugiej iteracji
powsta³a poprzez podzielenie ka¿dego elementu na 4 oraz zwiêkszenie rzêdu aprok-
symacji wielomianowej. Prawy rysunek: Siatka optymalna w drugiej iteracji stwo-
rzona automatycznie dziêki porównaniu rozwi¹zañ na siatce "rzadkiej" i "gêstej"
(Left-hand-side picture: Optimal grid from previous iteration becomes "coarse" grid
for the next iteration. Middle picture: "Fine" grid for the second iteration obtained
by breaking each finite element into 4 sons and increasing polynomial order of ap-
proximation. Right-hand-side picture: Optimal grid for the second iteration obtained
by comparison of solutions over the "coarse" and "fine" grids).
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8. Element zostanie z³amany na 4 nowe elementy.
Stopnie aproksymacji wielomianowej w ka¿dym
kierunku we wnêtrzach 4 nowych elementów zmo-
dyfikowane zostan¹ do pi takich ¿e  1 pi < p,i =
1,...,4 .
Dla ka¿dej powy¿szej strategii szacowany jest zysk

takiej operacji, z pomoc¹ wyra¿enia

ndof

wuwu

rate

new
phphphph

∆

−−−
=

++
1

,1,21
,1,2 (10)

1,2 +phu oznacza rozwi¹zanie na siatce gêstej powsta-

³ej poprzez podzielenie ka¿dego elementu z siatki
"rzadkiej" na 4 elementy (w przypadku siatki dwuwy-
miarowej) lub podzielenie ka¿dego elementu z siatki
rzadkiej na 8 elementów (w przypadku siatki trójwy-
miarowej), wh,p oznacza wynik lokalnej interpolacji

rozwi¹zania na elemencie siatki rzadkiej, new
phw , ozna-

cza wynik lokalnej interpolacji rozwi¹zania na testo-
wanej poprawce elementu siatki rzadkiej (dla jednej z
powy¿szych strategii 1-8), Dndof  oznacza liczbê stop-
ni swobody dodanych na elemencie siatki rzadkiej pod-
czas rozwa¿ania scenariusza (ró¿nice pomiêdzy ilo-
�ci¹ stopni swobody dla elementu adaptowanego w
sposób opisany rozwa¿anym scenariuszem, a wyj�cio-
w¹ ilo�ci stopni swobody elementu na siatce rzadkiej),
rate jest miar¹ spadku b³êdu rozwi¹zania wzglêdem
liczby zainwestowanych stopni swobody.

Interpolacje rozwi¹zania na siatce
rzadkiej oraz interpolacjê rozwi¹zania
na testowanej poprawce elementu siat-
ki rzadkiej obliczane s¹ z pomoc¹ me-
chanizmu zwanego "projection based
interpolation" opracowanego przez
Leszka Demkowicza (Demkowicz,
2004, Demkowicz, 2005).

Dla elementów siatki rzadkiej dla
których b³¹d rozwi¹zania MES jest
wiêkszy ni¿ 1/3 maksymalnego b³êdu
rozwi¹zania na ca³ej siatce, wybiera-
ny jest taki scenariusz adaptacji który
da najwiêkszy zysk (najwiêkszy spa-
dek b³êdu rozwi¹zania wzglêdem za-
inwestowanej ilo�ci stopni swobody).

Nale¿y podkre�liæ ¿e w algorytmie
tym wybierany jest tylko optymalny
rz¹d aproksymacji wielomianowej dla
wnêtrza elementów. Rzêdy aproksyma-
cji wielomianowej dla �cian i krawê-
dzi elementów ustalane bêd¹ z pomo-
c¹ regu³y minimalnego stopnia
aproksymacji wielomianowej.

W zastosowanym algorytmie podejmowania decy-
zji o rodzaju adaptacji elementów przegl¹dane s¹ tyl-
ko niektóre scenariusze opisane powy¿ej. Algorytm
wyboru scenariuszy i analizy przypadków adaptacji
siatki opisany zosta³ w pracy (Kurtz 2005).

Algorytm ten jest w pe³ni lokalny. Dane wej�cio-
we dla algorytmu stanowi¹ lokalne rozwi¹zanie na
elemencie siatki "rzadkiej" i lokalne rozwi¹zanie na
siatce "gêstej" na elementach powsta³ych poprzez po-
dzia³ danego elementu (na 4 elementy dla siatek dwu-
wymiarowych lub na 8 elementów dla siatek trójwy-
miarowych). Zrównoleglenie algorytmu nastêpuje
automatycznie poprzez podzia³ siatki MES na podob-
szary.

5. RÓWNOLEG£A TRÓJWYMIAROWA
HP ADAPTACJA

Zaimplementowane zosta³y wersje równoleg³e dwu
i trójwymiarowych kodów automatycznej hp adapta-
cji (Paszyñski i in., 2005a; Paszyñski i in., 2006). W
rozdziale opisano algorytm równoleg³y na trójwymia-
rowym przyk³adzie modelowego problemu Fichera,
przedstawionego na rysunku 12.

Problem ten obejmuje rozwi¹zanie równania La-
place'a (obliczenie rozk³adu ciep³a) na trójwymiaro-
wej kostce z której usuniêto 1/8 obszaru. Warunki brze-
gowe to zerowy warunek brzegowy Dirichleta (zerowa
temperatura) na wewnêtrznych �cianach kostki, oraz
warunek Neumanna definiuj¹cy warto�æ strumienia
ciep³a na zewnêtrznych �cianach kostki, zadany jako

Rysunek 11. Ró¿ne mo¿liwe strategie zagêszczenia elementu prostok¹tnego o jednorod-
nym stopniu aproksymacji wielomianowej p. (Various possible refinement strategies for
rectangular element with uniform polynomial order of approximation p).
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znane rozwi¹zanie dok³adne dwuwymiarowego pro-
blemu obliczenia rozk³adu ciep³a na obszarze w kszta³-
cie litery L opisanym powy¿ej.

W problemie tym wystêpuj¹ silne osobliwo�ci w
centralnym punkcie obszaru oraz wzd³u¿ wewnêtrz-
nych krawêdzi usuniêtej kostki. Z tego powodu w cen-
tralnym punkcie obszaru wystêpuje du¿y b³¹d nume-
ryczny rozwi¹zania, który propagujê na ca³y obszar
obliczeniowy. W celu minimalizacji b³êdu rozwi¹za-
nia konieczna jest adaptacja siatki MES.

Równoleg³y kod automatycznej hp adaptacji star-
tuje z siatki "rzadkiej". W wersji równoleg³ej obszar
obliczeniowy dzielony jest na podobszary przypisane
do poszczególnych procesorów. W przyk³adzie przed-
stawionym na rysunku 13 u¿yto 7 procesorów.

Siatka "rzadka" jest nastêpnie globalnie zagêszcza-
na, ka¿dy element jest dzielony na 8 mniejszych ele-
mentów w trzech wymiarach a stopieñ aproksymacji

wielomianowej zwiêkszany jest o jeden, co przedsta-
wiono na rysunku 14.

Rozwa¿any problem rozwi¹zywany jest na siatce
"rzadkiej" oraz na siatce "gêstej". Dla ka¿dego ele-
mentu siatki "rzadkiej" podejmowana jest decyzja o
optymalnej adaptacji. Decyzja ta podejmowana jest
na podstawie porównania rozwi¹zañ na siatkach "rzad-
kiej" i "gêstej". Nastêpnie wykonywane s¹ optymalne
adaptacje siatki. W ten sposób uzyskuje siê siatkê opty-
maln¹ po pierwszej iteracji, przedstawion¹ na rysun-
ku 15.

Poniewa¿ adaptacje elementów siatki "rzadkiej" nie
s¹ jednorodne, obci¹¿enia procesorów po wykonaniu

Rysunek 12. Problem modelowy Fichery (The Fichera model pro-
blem).

Rysunek 13. Pocz¹tkowa siatka "rzadka" rozdystrybuowana na 7
procesorów (Initial "coarse" grid redistributed into 7 processors).

Rysunek 14. Siatka "gêsta" rozdystrybuowana na 7 procesorów
("Fine" grid redistributed into 7 processors).

Rysunek 15. Siatka optymalna po pierwszej iteracji (Optimal grid
after the first iteration).
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optymalnych adaptacji nie s¹ równomierne. Koniecz-
ne jest zbalansowanie obci¹¿eñ pomiêdzy wszystki-
mi procesorami. Decyzja o optymalnym podziale ak-
tualnej siatki elementów skoñczonych pomiêdzy
procesorami podejmowana jest z pomoc¹ biblioteki
ZOLTAN (Devine i in., 1999).

Biblioteka ZOLTAN stanowi zbiór algorytmów
dekompozycji obszaru obliczeniowego na podobsza-
ry. Jako dane wej�ciowe przyjmuje ona od ka¿dego
procesora zbiór punktów reprezentuj¹cych �rodki ele-
mentów siatki pocz¹tkowej przypisanych do tego pro-
cesora wraz z oszacowaniem kosztu obliczeniowego
na wszystkich aktywnych elementach skoñczonych
znajduj¹cych siê w obrêbie danego elementu siatki
pocz¹tkowej. Najkosztowniejsz¹ czêsci¹ algortmu hp
adaptacji jest agregacja lokalnej macierzy sztywno�ci
na elementach aktywnych. Koszt takiej operacji dla
ka¿dego elementu aktywnego mo¿e zostaæ oszacowa-
ny od góry przez p7  gdzie p oznacza stopieñ aproksy-
macji we wnêtrzu elementu. Wyra¿enie to u¿ywane
jest jako oszacowanie kosztu obliczeniowego na ele-
mentach aktywnych. Koszt obliczeniowy na elemen-
cie siatki pocz¹tkowej stanowi sumê kosztów oblicze-
niowych elementów aktywnych znajduj¹cych siê we
wnêtrzu elementu siatki pocz¹tkowej. Jako dane wyj-
�ciowe biblioteka ZOLTAN zwraca ka¿demu proce-
sorowi listê punktów reprezentuj¹cych elementy siat-
ki pocz¹tkowej wraz z ich drzewami adaptacji siatki,
oraz informacje o tym do których procesorów maj¹
one zostaæ przes³ane. Biblioteka ZOLTAN umo¿liwia
wybór jednego spo�ród wielu dostêpnych algorytmów
balansowania obci¹¿eñ, jak równie¿ implementacje
swoich w³asnych algorytmów. W przyk³adach zapre-
zentowanych w artykule u¿yto algorytmu
Hilbert Space Filling Curve (HSFC)  (De-
vine i in., 1999).

Pewne fragmenty podobszarów przesy-
³ane s¹ do s¹siaduj¹cych podobszarów.
Siatka optymalna uzyskana w pierwszej
iteracji staje siê siatk¹ "rzadk¹" do drugiej
iteracji, co przedstawiono na rysunku 16.

W przypadku obliczeñ trójwymiaro-
wych, ka¿dy element prostopad³o�cienny
mo¿e mieæ ró¿ny stopieñ aproksymacji
wielomianowej na ka¿dej krawêdzi, na
ka¿dej �cianie w ka¿dym z dwóch kierun-
ków oraz we wnêtrzu w ka¿dym z trzech
kierunków.

W kolejnej iteracja ka¿dy element siat-
ki "rzadkiej" dzielony jest na 8 nowych
elementów, a stopieñ aproksymacji wielo-
mianowej ponownie jest podnoszony o je-
den. Powstaje w ten sposób siatka "gêsta",
przedstawiona na rysunku 17. Problem jest
ponownie rozwi¹zywany na nowej siatce

"rzadkiej" i "gêstej". Dla ka¿dego elementu z aktual-
nej siatki "rzadkiej" podejmowane s¹ decyzje o opty-
malnych adaptacjach. Powstaje w ten sposób nowa
siatka optymalna, dla której konieczne jest nowe zba-
lansowanie obci¹¿eñ. Siatka optymalna po drugiej ite-
racji  zbalansowana na 7 procesorów przedstawiona
jest na rysunku 18.

Iteracje kontynuowane s¹ tak d³ugo a¿ osi¹gniêta

Rysunek 16. Siatka optymalna po zbalansowaniu obci¹¿eñ staje
siê siatk¹ "rzadk¹" dla drugiej iteracji (Optimal grid after load
balancing becomes "coarse" mesh for the second iteration).

Rysunek 17. Siatka "gêsta" w drugiej iteracji. ("Fine" grid in the second iteration).
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zostanie po¿¹dana dok³adno�æ rozwi¹zania.
Równoleg³y algorytm hp adaptacji mo¿e zostaæ

opisany w postaci schematu, przedstawionego na ry-
sunku 19.

6. WYNIKI NUMERYCZNE

6.1. Dwuwymiarowy problem
obliczenia rozk³adu ciep³a w
obszarze w kszta³cie litery L

Opis problemu przedstawiono w roz-
dziale "Strategie adaptacji siatki". Uzy-
skano rozwi¹zanie z dok³adno�ci¹
0.001% b³êdu wzglêdnego w normie
energetycznej. Wynikow¹ siatkê przedsta-
wiono na rysunku 20.

6.2. Dwuwymiarowy problem
obliczenia anizotropowego
rozk³adu ciep³a we wnêtrzu
baterii

Opis problemu przedstawiono w roz-
dziale "Automatyczna strategia hp ada-
ptacji". Po 43 iteracjach równoleg³ego
kodu automatycznej hp adaptacji uzy-
skano rozwi¹zanie problemu z dok³ad-
no�ci¹ 0.1 % b³êdu wzglêdnego w nor-
mie energetycznej. Historia zbie¿no�ci
przedstawiona zosta³a na rysunku 21.
Koñcowa siatka optymalna dostarczaj¹-
ca rozwi¹zanie z dok³adno�ci¹ 0.1% po-
siada³a 7 tysiêcy stopni swobody, co
przedstawiono na rysunku 22.

Rysunek 18. Siatka optymalna po zbalansowaniu obci¹¿eñ po dru-
giej iteracji. (Optimal grid after load balance after the second ite-
ration).

Rysunek 19.  Algorytm równoleg³ego kodu automatycznej hp ada-
ptacji. (Algorithm of parallel fully automatic hp adaptive code).

Rysunek 20. Siatka dostarczaj¹ca rozwi¹zanie problemu obliczenia rozk³adu ciep³a w
obszarze w kszta³cie litery L z dok³adno�ci¹ 0.001% b³êdu w normie energetycznej.
(Finite element mesh providing solution to the heat transport problem over the L-shape
domain with accuracy 0.001% error in energy norm).
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6.3. Trójwymiarowy problem wzorcowy
Fichera

Opis problemu przedstawiono w rozdziale "Rów-
noleg³a trójwymiarowa hp adaptacja". Dok³adno�æ 1%
b³êdu wzglêdnego w normie energetycznej uzyskano
po 6 iteracjach. Skonstruowana automatycznie siatka
optymalna rozdystrybuowana na 7 procesorów przed-
stawiona jest na rysunku 23. Na rysunku 24 przedsta-
wiono natomiast rozwi¹zanie równania Laplace z do-
k³adno�ci¹ 1% na uzyskanej siatce optymalnej.
Historia zbie¿no�ci dla problemu przedstawiona jest

na rysunku 25.
6.4. Trójwymiarowy problem
obliczenia rozk³adu fal
elektromagnetycznych w
warstwach górotworu

Problem obliczenia rozk³adu fal elek-
tromagnetycznych w warstwach góro-
tworu zwi¹zany jest z zagadnieniem lo-
kalizacji z³ó¿ ropy naftowej (Pardo i in.,
2005a; Pardo i in., 2005c). W wykona-
nym odwiercie umieszcza siê antenê
nadawcz¹ i odbiorcz¹. Celem symulacji
jest obliczenie fal elektromagnetycznych
rejestrowanych przez antenê odbiorcz¹
w przypadku wystêpowania z³o¿a ropy
naftowej, patrz rysunek 26.

Obliczenia dotyczy³y potencja³u elek-

tromagnetycznego u  takiego ¿e pole elektromagne-

tyczne uE −∇= . Dla tzw. sformu³owania DC ("Di-

rect Current") (Pardo  i in., 2005b) równanie opisuj¹-
ce potencja³ elektromagnetyczny ma postaæ

( ) Ju −∇=∇δ∇ (11)

a warunki brzegowe dane s¹ w postaci jednorodnych
warunków Neumanna

0=
∂
∂δ

n

u
(12)

gdzie d to wspó³czynnik przewodno�ci elektrycznej a
J to zadane natê¿enie pr¹du na antenie nadawczej, o
którym zak³adamy i¿ jest odpowiednio ró¿niczkowal-
ne.

Rysunek 21. Historia zbie¿no�ci dla równoleg³ego kodu automatycznej hp adaptacji
dla problemu obliczenia rozk³adu ciep³a we wnêtrzu baterii. Pozioma o� zawiera loga-
rytm z liczby stopni swobody na siatce MES, pionowa o� zawiera b³¹d rozwi¹zania,
procent b³êdu wzglêdnego w normie energetycznej. (History of convergence of the pa-
rallel fully automatic hp adaptivity for heat transport problem inside battery cross-
section. Horizontal axis denotes logarithm of the number of degrees of freedom, verti-
cal axis denotes logarithm of relative error in energy norm).

Rysunek 23. Siatka optymalna dostarczaj¹ca rozwi¹zanie z do-
k³adno�ci¹ 1% b³êdu wzglêdnego w normie energetycznej uzyska-
na po 6 iteracjach. (Optimal grid after providing solution with
1% relative error in energy norm, obtained after 6 iterations).

Rysunek 22. Siatka optymalna na której rozwi¹zanie problemu
obliczenia rozk³adu ciep³a we wnêtrzu baterii ma dok³adno�æ 0.1%
b³êdu wzglêdnego w normie energetycznej, wraz z rozwi¹zaniem.
(Optimal mesh providing solution to the problem of the heat trans-



IN
FO

R
M

A
TY

K
A

 W
 T

E
C

H
N

O
LO

G
II 

M
A

TE
R

IA
ŁÓ

W

� 15 �

Przeprowadzono obliczenia w obszarze cy-
lindrycznym dla warstw u³o¿onych prostopa-
dle do odwiertu, oraz dla warstw nachylonych
pod ró¿nym k¹tem, porównaj rysunki 27 i 28.
Obszar obliczeniowy podzielony zosta³ na 7
procesorów, patrz rysunek 29. Dla ka¿dego k¹ta
nachylenia warstw górotworu przeprowadzono
symulacje dla szeregu pozycji anten nadawczej
i odbiorczej. Symulowano w ten sposób prze-
suwanie urz¹dzenia pomiarowego w otworze
odwiertu. Rezultaty uzyskane z pomoc¹ rów-
noleg³ego kodu hp adaptacji przedstawiono na
rysunku 30.

W celu przyspieszenia czasu obliczeñ, do
wygenerowania optymalnej siatki MES dla
przypadku zerowego k¹ta nachylenia warstw

Atryku³ otrzymano do druku ....2005 r.

Rysunek 24. Rozwi¹zanie problemu Fichera z dok³adno�ci¹ 1%
b³êdu wzglêdnego w normie energetycznej. (Ficher problem solu-
tion with accuracy 1% of the relative error in energy norm).

Rysunek 25. Historia zbie¿no�ci dla równoleg³ego kodu automatycznej hp
adaptacji dla problemu Fichera. Pozioma o� zawiera logarytm z liczby stop-
ni swobody na siatce MES, pionowa o� zawiera b³¹d rozwi¹zania, procent
b³êdu wzglêdnego w normie energetycznej. (History of convergence of the
parallel fully automatic hp adaptivity for the Ficher problem. Horizontal axis
denotes logarithm of the number of degrees of freedom, vertical axis denotes
logarithm of relative error in energy norm).

Rysunek 26. Wspó³czynniki oporno�ci dla warstw gleby, central-
nej warstwy z³o¿a ropy naftowej i odwiertu. (Resistivity coeffi-
cients for formation layers of mud, oil and borehole).

górotworu kiedy to problem staje siê osiowosyme-
tryczny zastosowano wersje kodu dwuwymiarowego.

Nastêpnie skonstruowano siatkê trójwymiarow¹
poprzez obrót uzyskanej w taki sposób optymal-
nej siatki dwuwymiarowej, patrz rysunek 31. Dla
przypadków nie osiowosymetrycznych, dla nie-
zerowych k¹tów nachylenia warstw górotworu,
siatka trójwymiarowa uzyskana zosta³a poprzez
pochylenie warstw w optymalnej siatce trójwy-
miarowej otrzymanej dla k¹ta zerowego.

7. EFEKTYWNO�Æ
RÓWNOLEG£YCH KODÓW
AUTOMATYCZNEJ HP ADAPTACJI

Wzglêdna efektywno�æ Er kodu równoleg³e-
go zdefiniowana jest jako (Foster)

p
r pT

T
E 1= (13)

Rysunek 27. Cylindryczny obszar obliczeniowy wraz z rozwi¹zaniem dla k¹-
tów nachylenia warstw górotworu 0 i 30 stopni. (Cylindrical domain with so-
lution for formation layers angle 0 and 30 degree).
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gdzie T1 to czas wykonania kodu równoleg³ego na jed-
nym procesorze, p to liczba procesorów na których
wykonano kod równoleg³y w czasie Tp. Wzglêdne
przyspieszenie Sr natomiast zdefiniowane jest jako (Fo-
ster)

p
rr T

T
pES 1== (14)

Równoleg³y kod automatycznej hp adaptacji osi¹-
ga tym lepsze wzglêdne przyspieszenie i wzglêdn¹
efektywno�æ im bardziej z³o¿ony jest rozwa¿any pro-
blem. Jest to zwi¹zane z faktem i¿ podzia³ obszaru
obliczeniowego wykonywany jest na poziomie ele-
mentów siatki pocz¹tkowej. Dla problemów zdefinio-
wanych w obszarze o prostej geometrii posiadaj¹cych
ma³o obszarów wystêpowania osobliwo�ci dla których
adaptacja konieczna jest jedynie wewn¹trz kilku ele-
mentów siatki pocz¹tkowej, kody równoleg³e nie da-
dz¹ dobrej efektywno�ci, ale zastosowanie kodów rów-
noleg³ych dla takich problemów nie jest
umotywowane.

Powód dla którego automatyczne kody hp adapta-
cji trac¹ efektywno�æ dla prostych problemów jest
nastêpuj¹cy. Za³ó¿my ¿e siatka pocz¹tkowa sk³ada siê

z 10 elementów skoñczonych, i ¿e
adaptacje wykonaj¹ siê jedynie w
pierwszym elemencie. Wówczas
obci¹¿enie na pierwszym elemen-
cie mo¿e byæ o rz¹d wiêksze ni¿
obci¹¿enie na ka¿dym innym ele-
mencie. W takim przypadku opty-
malny podzia³ obci¹¿enia na pro-
cesory jest nastêpuj¹cy: pierwszy
element skoñczony zostaje przy-
pisany do procesora 1, pozosta³e
elementy skoñczone zostaj¹ przy-
pisane do procesora 2, a wszyst-
kie pozosta³e procesory s¹ bez-
czynne, co zosta³o
zaprezentowane na rysunku 32.

Równoleg³y kod automatycz-
nej hp adaptacji wykazuje lepsz¹
efektywno�æ ni¿ kod sekwencyj-

ny w przypadku wiêkszych proble-
mów zawieraj¹cych du¿o osobli-
wo�ci.

Dla problemu obliczenia roz-
k³adu ciep³a we wnêtrzu baterii
równoleg³y kod automatycznej hp
adaptacji osi¹gn¹³ wzglêdn¹ efek-
tywno�æ rzêdu 0.6 i wzglêdne przy-
spieszenie rzêdu 9 dla 16 proceso-
rów, patrz rysunek 33. U¿ycie
wiêkszej ilo�ci procesorów dla tego
problemu nie jest uzasadnione,

poniewa¿ obszar osobliwo�ci pokryty jest 16 elemen-
tami siatki pocz¹tkowej.

Dla problemu Fichera równoleg³y kod automatycz-
nej hp adaptacji osi¹gn¹³ wzglêdn¹ efektywno�æ rzê-
du 0.85 i wzglêdne przyspieszenie rzêdu 3.5 dla 4 pro-
cesorów, patrz rysunek 34. U¿ycie wiêkszej ilo�ci
procesorów dla tego problemu nie jest uzasadnione,
poniewa¿ w obszarze wystêpuje tylko jedna centralna
osobliwo�æ.

Dla problemu obliczenia rozk³adu fal elektromagne-
tycznych w warstwach górotworu równoleg³y kod osi¹-
gn¹³ wzglêdn¹ efektywno�æ rzêdu 0.85 i wzglêdne przy-
spieszenie rzêdu 6.8 dla 8 procesorów, patrz rys. 35.

7. ZALE¯NO�Æ POMIÊDZY ILO�CI¥
OSOBLIWO�CI W ROZWA¯ANYM
PROBLEMIE A ILO�CI¥
PROCESORÓW DLA KTÓREJ KOD
RÓWNOLEG£Y UZYSKA
MAKSYMALNE PRZYSPIESZENIE

W przypadku obliczeñ równoleg³ych kodu auto-
matycznej hp adaptacji mo¿na przewidzieæ liczbê pro-

Rysunek 28. Cylindryczny obszar obliczeniowy wraz z rozwi¹zaniem dla k¹tów nachylenia warstw
górotworu 45 i 60 stopni. (Cylindrical domain with solution for formation layers angle 45 and
60 degree).

Rysunek 29. Obszar obliczeniowy podzielony na 7 procesorów. (Computational domain split-
ted into 7 processors).
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cesorów na której kod równoleg³y uzyska maksymal-
ne przyspieszenie, bez konieczno�ci wykonywania
pomiarów dla liczby procesorów zmieniaj¹cych siê o
jeden. Równowa¿enie obci¹¿eñ w kodzie równole-
g³ym opiera siê na podziale obszaru obliczeniowego
na podobszary na poziomie elementów siatki pocz¹t-
kowej. Decyzje o podzia³ach siatki MES na podob-
szary podejmowane s¹ na podstawie szacowania ob-
ci¹¿eñ na elementach siatki pocz¹tkowej. Obci¹¿enia
na elementach siatki pocz¹tkowej szacowane s¹ jako
suma obci¹¿eñ wszystkich elementów aktywnych
znajduj¹cych siê w obrêbie elementu siatki pocz¹tko-
wej. Obci¹¿enie elementu aktywnego szacowane s¹
jako p7  gdzie p oznacza stopieñ aproksymacji we wnê-
trzu elementu. W pierwszej iteracji obci¹¿enie na ka¿-
dym elemencie siatki pocz¹tkowej jest takie samo,
poniewa¿ ¿aden element siatki pocz¹tkowej nie zo-
sta³ jeszcze z³amany, i ¿aden rz¹d aproksymacji wie-
lomianowej nie zosta³ jeszcze zmodyfikowany. Pod-
czas iteracji kodu automatycznej hp adaptacji pewne

Rysunek 30. Warto�ci na antenie odbiorczej dla ró¿nych po³o¿eñ
anteny wzglêdem warstwy z³o¿a ropy naftowej. Ró¿ne krzywe od-
powiadaj¹ ró¿nym k¹tom nachylenia warstw górotworu. Pozio-
ma o� oznacza warto�æ potencja³ pola elektromagnetycznego, pio-
nowa o� oznacza po³o¿enie anteny odbiorczej. (Values at receiver
antenna for different position of the antenna with respect to the oil
layer. Different curves are associated with different angles of for-
mation layers. Horizontal axis denotes potential at receiver an-
tenna, vertical axis denotes positions of the antenna).

Rysunek 31. Konstrukcja optymalnej siatki trójwymiarowej na
podstawie otrzymanej optymalnej siatki dwuwymiarowej (Con-
struction of optimal 3D mesh based on full revolution of optimal
2D mesh).

Rysunek 32. Optymalny podzia³ obci¹¿eñ dla prostego problemu w którym pierwszy element skoñczony jest obci¹¿ony o rz¹d bardziej ni¿
wszystkie pozosta³e elementy. (Optimal load balance for a simple case where first finite element has load one order of magnitude higher
then overall load for all other finite elements).

Rysunek 33. Wzglêdna efektywno�æ i przyspieszenie dla proble-
mu obliczenia rozk³adu ciep³a we wnêtrzu baterii. (Relative effi-
ciency and speedup for the battery cross-section problem).
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elementy skoñczone s¹ ³amane na
nowe elementy oraz modyfikowany
jest rz¹d aproksymacji wielomiano-
wej w niektórych elementach. Naj-
wiêksze modyfikacje siatki odbywa-
j¹ siê w okolicach wystêpowania
osobliwo�ci numerycznych. Oznacza
to ¿e elementy siatki pocz¹tkowej po-
krywaj¹ce obszary wystêpowania
osobliwo�ci bêd¹ najbardziej dzielo-
ne i stopieñ aproksymacji wielomia-
nowej na tych elementach bêdzie naj-
wiêkszy. Sumaryczne obci¹¿enie po
wszystkich elementach aktywnych w
elementach siatki pocz¹tkowej po-
krywaj¹cych obszar osobliwo�ci bê-
dzie wiêc du¿o wy¿sze ni¿ obci¹¿e-
nie na pozosta³ych elementach.

Oznacza to ¿e liczbê procesorów
pozwalaj¹cych uzyskaæ maksymalne

przyspieszenie okre�liæ mo¿na szacuj¹c koszt oblicze-
niowy na poszczególnych elementach siatki pocz¹t-
kowej w poszczególnych iteracjach automatycznej hp
adaptacji.

Na przyk³ad, w dwuwymiarowym problemie obli-
czenia anizotropowego rozk³adu ciep³a we wnêtrzu
baterii, wystêpuje 16 elementów siatki pocz¹tkowej
które pokrywaj¹ obszary wystêpowania osobliwo�ci,
patrz rysunek 36.

Po kilku pocz¹tkowych iteracjach obci¹¿enie na 16
procesorach zawieraj¹cych te elementy siatki pocz¹t-

Rysunek 34. Wzglêdna efektywno�æ i przyspieszenie dla problemu
Fichera. (Relative efficiency and speedup for the Fichera problem).

Rysunek 35. Wzglêdna efektywno�æ i przyspieszenie dla proble-
mu obliczenia rozk³adu fal elektromagnetycznych w warstwach
górotworu. (Relative efficiency and speedup for the problem of
electromagnetic waves propagation inside formation layers).

Rysunek 36. 16 elementów siatki pocz¹tkowej z³o¿onej ze 128 ele-
mentów, pokrywaj¹cych obszary najwiêkszych osobliwo�ci. (16
initial mesh elements covering areas with stronest singularities,
from initial mesh having 128 elements).

Rysunek 37. Obcia¿enie na poszczególnych podobszarach w poszczególnych iteracjach au-
tomatycznej hp adaptacji (Load on particular sub-domains in particular iterations of auto-
matic hp adaptivity).
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kowej gwa³townie ro�nie, patrz rysunek 37, i staje siê
o kilka rzêdów wielko�ci wy¿sze ni¿ obci¹¿enie na
wszystkich pozosta³ych elementach razem wziêtych.
Praktycznie oznacza to i¿ po kilku pocz¹tkowych ite-
racjach pracuje jedynie 16 procesorów, poniewa¿ bi-
blioteka ZOLTAN przypisuje wszystkie pozosta³e ele-
menty do najmniej obci¹¿onego procesora spo�ród 16
najbardziej obci¹¿onych procesorów, i opró¿nia zu-
pe³nie pozosta³e podobszary z elementów skoñczo-
nych. Oznacza to ¿e najlepsze przyspieszenie uzyska-
my dla 16 procesorów. Nie ma wiêc za bardzo sensu
badaæ przyspieszenia dla wiêkszej lub mniejszej ilo-
�ci procesorów.

W przypadku problemu Ficher'a uruchomionego
na 8 procesorach, na 4 procesorach od 4 iteracji wy-
stêpuje obci¹¿enie wiêksze od obci¹¿enia na pozosta-
³ych procesorach, patrz rysunek 38, przy czym jeden

procesor jest najbardziej obci¹¿ony. Wska-
zaæ mo¿na 4 elementy siatki pocz¹tkowej
pokrywaj¹ce obszar wystêpowania naj-
wiêkszych adaptacji siatki zwi¹zanych z
centraln¹ osobliwo�ci¹, patrz rysunek 39.
Jeden z tych elementów jest najbardziej
adaptowany, patrz rysunek 40. Oznacza to
¿e maksymalne przyspieszenie uzyskaæ
mo¿na stosuj¹c liczbê procesorów odpo-
wiadaj¹c¹ ilo�ci najbardziej adaptowa-
nych elementów siatki pocz¹tkowej, a
wiêc 4 procesory. Je�li zastosujemy gêst-
sz¹ siatkê pocz¹tkow¹, to nie poprawi to
skalowalno�ci, poniewa¿ po kilku itera-
cjach znowu zaczn¹ dominowaæ 4 elemen-

ty zlokalizowane wokó³ punktowej osobliwo�ci, a
zwiêkszy to jedynie rozmiar generowanych siatek.

8. PODSUMOWANIE

� Kody hp adaptacji automatycznie konstruuj¹ siat-
kê metody elementów skoñczonych dostarczaj¹c¹
rozwi¹zanie z ogromn¹ dok³adno�ci¹ niemo¿liw¹
do uzyskania innymi metodami.

� Metody adaptacji siatki podzieliæ mo¿na na meto-
dy h adaptacji, w których powstaj¹ nowe elementy
skoñczone poprzez podzia³ istniej¹cych elementów
skoñczonych, na metody p adaptacji w których mo-
dyfikowany jest stopieñ aproksymacji wielomia-
nowej na elementach, oraz na hp adaptacje stano-
wi¹c¹ po³¹czenie obydwu metod. Metody te mog¹
ró¿niæ siê rodzajem u¿ytych elementów skoñczo-
nych, a co za tym idzie sposobem podzia³u ele-

Rysunek 38. Obci¹¿enie procesorów w poszczególnych iteracjach automatycznej hp
adaptacji dla problemu Fichera (Processor's load in particular iterations of automa-
tic hp adaptivity for the Fichera problem).

Rysunek 40. Najbardziej adaptowany element siatki pocz¹tkowej
(Most adapted initial mesh element).

Rysunek 39. 4 elementy skoñczone pokrywaj¹ce obszar najwiêk-
szych adaptacji zwi¹zanych z centraln¹ osobliwo�ci¹ (4 finite ele-
ments covering area with strongest adaptivity associated with cen-
tral singularity).
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mentów i rodzajami funkcji kszta³tu zaimplemen-
towanych w wêz³ach elementów. Metody adapta-
cji mog¹ równie¿ ró¿niæ siê sposobem szacowania
b³êdu rozwi¹zania na aktualnej siatce. Automatycz-
na hp adaptacja opisana w tej pracy pracuje na ele-
mentach prostok¹tnych w dwóch wymiarach i pro-
stopad³o�ciennych w trzech wymiarach, wspiera h
adaptacje w których elementy mog¹ zostaæ dzielo-
ne na 2, 4 lub 8 nowych elementów w dowolnym
kierunku, u¿ywa hierarchicznych funkcji kszta³tu
Lagrange'a, a decyzje o rodzaju adaptacji siatki
opiera na lokalnym szacowaniu b³êdu mo¿liwych
scenariuszy adaptacji elementów z wykorzystaniem
mechanizmu "projection based interpolation"
(Demkowicz, 2002a; Demkowicz, 2002b). Auto-
matyczna hp adaptacja jest uniwersaln¹ strategi¹
adaptacji siatki dwu i trójwymiarowej, któr¹ za-
stosowaæ mo¿na na dowolnej siatce strukturalnej
lub niestrukturalnej. Istnieje wersja kodu automa-
tycznej hp adaptacji (Demkowicz i in., 2002a) za-
implementowana na dwuwymiarowych siatkach
niestrukturalnych sk³adaj¹cych siê z elementów
trójk¹tnych i prostok¹tnych. Mo¿liwe jest równie¿
zaimplementowanie algorytmu na niestrukturalnej
siatce trójwymiarowej z u¿yciem elementów pro-
stopad³o�ciennych, czworo�ciennych oraz piêcio-
�ciennych, jest to jednak zadanie bardzo skompli-
kowane, miêdzy innymi ze wzglêdu na problemy
implementacji p adaptacji na elementach piêcio-
�ciennych. Zastosowane przez nas izoparametrycz-
ne elementy prostopad³o�cienne pozwalaj¹ odwzo-
rowaæ geometriê praktycznie ka¿dego obszaru
obliczeniowego. Na podstawie serii wykonanych
eksperymentów stwierdziæ mo¿na ¿e metoda hp
adaptacji jest jedyn¹ metod¹ adaptacji która zbie-
ga siê ekspotencjalnie. Podobne zachowanie ob-
serwujemy na dwuwymiarowych siatkach niestruk-
turalnych (Demkowicz i in., 2002a). S¹dzimy i¿
metoda ta zachowa równie¿ swoj¹ ekspotencjaln¹
zbie¿no�æ na trójwymiarowych siatkach niestruk-
turalnych. Ekspotencjalna zbie¿no�æ metody hp
adaptacji jest bowiem potwierdzona teoretycznie
(Schwab, 1998).

� Równoleg³e kody automatycznej hp adaptacji po-
zwalaj¹ efektywnie i dok³adnie rozwi¹zywaæ du¿e
problemy z du¿¹ ilo�ci¹ osobliwo�ci dla których
kody sekwencyjne nie s¹ wystarczaj¹ce. Algoryt-
my sekwencyjne nie s¹ wystarczaj¹ce dla du¿ych
problemów z du¿¹ liczb¹ osobliwo�ci, poniewa¿
siatki elementów skoñczonych tworzone dla tych
problemów przez kody automatycznej hp adapta-
cji zawieraæ mog¹ tak du¿e liczby stopni swobody
i¿ nie bêdzie mo¿liwe rozwi¹zanie tych problemu
z pomoc¹ maszyny sekwencyjnej, i konieczne bê-

dzie zastosowanie maszyn równoleg³ych. Dla nie-
których bardzo du¿ych problemów rozwi¹zanie ich
z porz¹dan¹ dok³adno�cia mo¿e wogule nie byæ
mo¿liwe z pomoc¹ innych metod adaptacji siatki,
poniewa¿ liczba stopni swobody wygenerowana z
pomoc¹ innych metod adaptacji mo¿e byæ za du¿a
nawet dla dostêpnych aktualnie maszyn równole-
g³ych. Przyk³adem takich problemów mog¹ byæ za-
gadnienia zwi¹zane z obliczeniami rozk³adu pola
elektromagnetycznego w otworze odwiertu w któ-
rym zastosowano metalow¹ ochronê otworu. W
problemie tym oporno�æ w³a�ciwa metalowej
ochrony otworu odwiertu jest o dziesiêæ rzêdów
wielko�ci wiêkszy ni¿ oporno�æ w³a�ciwa warstw
gleby. Rozwi¹zanie takich problemów jest mo¿li-
we tylko z pomoc¹ równoleg³ych kodów automa-
tycznej hp adaptacji (Pardo, 2005c).

� Opracowana strategia automatycznej hp adaptacji
nie zale¿y od rodzaju rozwa¿anego problemu. Ak-
tualnie dwuwymiarowa wersja sekwencyjna kodu
pracuje dla problemów obliczania rozk³adu ciep³a
(równanie Laplace'a), równañ liniowej sprê¿ysto-
�ci, dla problemów akustyki, problemów oblicza-
nia rozk³adu fal elektromagnetycznych w o�rodku
ci¹g³ym (równania Maxwella). Wersja trójwymia-
rowa pracuje dla równañ Laplace'a, oraz dla rów-
nania liniowej sprê¿ysto�ci. Prowadzone s¹ prace
nad rozszerzeniem wersji o równania Maxwella
(Kurtz, 2005). Kody równoleg³e pracuj¹ dla rów-
nañ Laplace'a, prowadzone s¹ prace nad rozsze-
rzeniem kodów o równania liniowej sprê¿ysto�ci
(Paszyñski i in., 2005b).
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