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ANALIZA WRA¯LIWO�CI NAPRÊ¯ENIA UPLASTYCZNIAJ¥CEGO,
WYZNACZONEGO Z PRÓBY �CISKANIA PIER�CIENI,

NA WSPÓ£CZYNNIK TARCIA I WYMIARY PRÓBKI

£UKASZ MADEJ, MACIEJ PIETRZYK, VALERIY PIDVYSOTSKYY, ROMAN KUZIAK

SENSITIVITY ANALYSIS OF FLOW STRESS, DETERMINED FROM THE RING
COMPRESSION, WITH RESPECT TO FRICTION COEFFICIENT

AND SAMPLE DIMENSIONS

Abstract

There is a general opinion that flow stress of materials should be the property, which is independent of
the type of the tests, which is used to determine this stress, and to the sample dimensions. This statement
was, in general, confirmed when inverse analysis was applied to the interpretation of the plastometric tests.
The channel test was an exception, which was explained on the basis of influence of micro-shear bands in
the material. There were, however, some observations showing that in ring compression tests some discre-
pancies from the flow stress values determined from other tests, can appear. The objectives of the present
work are formulated on the basis of the assumption that different states of strains in the ring compression,
depending on the shape of the ring, may lead to different tendency to generation of micro-shear bands in the
material. Thus, finite element simulation of ring compression were performed assuming various dimensions
of rings and various friction coefficients. States of strain was determined in each tests and comparison was
performed. Comparison was made to flow stress measurements published in the literature. Conclusions
concerning correlation between flow stress and state of strains were drawn. Sensitivity of the flow stress
with respect to the sample dimensions and friction coefficients was determined.

£. Madej, M. Pietrzyk, Akademia Górniczo-Hutnicza, Kraków
V. Pidvysotskyy, R. Kuziak, Instytut Metalurgii ¯elaza, Gliwice

Wy d a w n i c t w o

N a u k o w e

A K A P I T

INFORMATYKA W TECHNOLOGII MATERIAŁÓW

Numer 3, Tom 5, Rok 2005

xx – xx ISSN 1641−8581

1. WPROWADZENIE

Pomiar w³asno�ci materia³ów nie jest dokonywa-
ny bezpo�rednio. W do�wiadczeniach mierzone s¹
zwykle inne wielko�ci fizyczne, na podstawie których
obliczana jest dana w³a�ciwo�æ materia³u. Zachowa-
nie idealnych warunków do�wiadczenia jest trudne
a nawet praktycznie niemo¿liwe, zawsze bowiem po-
jawiaj¹ siê pewne zak³ócenia powoduj¹ce trudno�ci
z interpretacj¹ wyników. Przyk³adem takiego do�wiad-
czenia s¹ próby plastometrycznej prowadzone w celu

wyznaczenia naprê¿enia uplastyczniaj¹cego. Warto-
�ci tego naprê¿enia wyznaczone z ró¿nych prób �ci-
skania, skrêcania i rozci¹gania ró¿ni¹ siê czasem
znacznie od siebie (Szeliga i in., 2002; Gaw¹d i in.,
2005). Tymczasem mo¿na oczekiwaæ, ¿e naprê¿enie
uplastyczniaj¹ce powinno byæ w³a�ciwo�ci¹ materia-
³u niezale¿n¹ zarówno od rodzaju próby jaka zosta³a
zastosowana jak i od wymiaru próbki.

Znaczn¹ poprawê zgodno�ci wyników uzyskiwa-
nych z ró¿nych prób uzyskano poprzez zastosowanie
analizy odwrotnej do interpretacji wyników prób pla-
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stometrycznych. Zasad¹ tej analizy jest po³¹czenie
symulacji do�wiadczenia z technikami optymalizacyj-
nymi, co pozwala na wyznaczenie warto�ci szukanej
w³asno�ci niewra¿liwych na ró¿nego rodzaju niejed-
norodno�ci i zak³ócenia wystêpuj¹ce w do�wiadcze-
niach. Zastosowany w niniejszej pracy algorytm ana-
lizy odwrotnej opisany jest szczegó³owo w pracy
(Szeliga i Pietrzyk, 2002). W pracach (Gelin i Gho-
uati, 1994; Malinowski i in., 1995; Gavrus i in., 1995;
Kusiak i in., 1996; Boyer i Massoni, 2001; Szyndler,
2001; Forestier i in., 2002; Szeliga i in., 2003; Madej
i in., 2004; Szeliga i in., 2005) przedstawiono ró¿ne
zastosowania analizy odwrotnej potwierdzaj¹ce du¿e
mo¿liwo�ci tej techniki. Jak wykazano na przyk³ad w
pracach (Szeliga i in., 2002; Pietrzyk i in., 2005) kon-
wencjonalna bezpo�rednia interpretacja próby osio-
wosymetrycznej i p³askiej daje ca³kiem ró¿ne wyniki,
a zastosowanie analizy odwrotnej prowadzi do naprê-
¿enia uplastyczniaj¹cego niezale¿nego od rodzaju pró-
by. Ilustruj¹ to przyk³adowe wyniki pokazane na ry-
sunku 1. Porównano wyniki �ciskania próbki p³askiej
o wymiarach f8x12 i próbki osiowosymetrycznej
o wymiarach 20x35x25 w temperaturze 1100oC z prêd-
ko�ci¹ odkszta³cenia 1 s-1. Bezpo�rednia interpretacja,
polegaj¹ca na obliczaniu naprê¿enia jako stosunku si³y
do powierzchni styku, da³a ró¿ne wyniki dla dwóch
prób. Zastosowanie analizy odwrotnej da³o idealn¹
zgodno�æ naprê¿eñ uzyskanych z ró¿nych prób. Po-
dobnie w pracy (Kowalski i in., 2002) pokazano, ¿e
bezpo�rednia interpretacja wyników prób �ciskania
próbek p³askich daje ró¿ne wyniki dla ró¿nych wyso-
ko�ci próbek. Zastosowanie analizy odwrotnej pozwo-
li³o uzyskaæ idealnie zgodne warto�ci naprê¿enia upla-
styczniaj¹cego. Wyniki tych prac pozwoli³y na
wyci¹gniêcie wniosku, ¿e naprê¿enie uplastyczniaj¹-
ce jest w³a�ciwo�ci¹ materia³u niewra¿liw¹ na rodzaj
próby plastometrycznej oraz na wymiary próbek.

Dalsze prace w tym zakresie, obejmuj¹ce inne pró-
by plastometryczne, ujawni³y, ¿e wystêpuj¹ odchy³ki
od powy¿szego wniosku. Przyk³adowo, przedstawio-
ne w pracach (Szeliga i in., 2002; Pidvysotskyy i in.,
2002) porównanie wyników prób osiowosymetrycz-
nych z prób¹ kanalikow¹ wykaza³o, ¿e warto�ci na-
prê¿enia uplastyczniaj¹cego uzyskane z tej ostatniej
próby s¹ o oko³o 20% ni¿sze od pozosta³ych. Wyja-
�nienia poszukiwano we wp³ywie mikropasm �cina-
nia, które powoduj¹ obni¿enia naprê¿enia uplastycz-
niaj¹cego. Faktem jest, ¿e próba kanalikowa, w której
wymuszony  jest p³aski stan odkszta³cenia, sprzyja
inicjacji i rozwojowi mikropasm �cinania (Annad i Ka-
lidindi, 1994; Pêcherski i in., 2000). W konsekwencji,
próba kanalikowa sta³a siê podstawowym �ród³em
danych do�wiadczalnych w badaniach nad opracowa-
niem modeli konstytutywnych, uwzglêdniaj¹cych
wp³yw mikropasm �cinania. Propozycje takich mode-
li zawarte s¹ miêdzy innymi w pracach (Pêcherski,
1998; Wajda, 2004; Pietrzyk i in., 2004a).

Bêd¹ca przedmiotem niniejszej publikacji próba
�ciskania pier�cieni nie daje siê jednoznacznie zakwa-
lifikowaæ. Analiza publikacji (Gaw¹d i in., 2005),
w których naprê¿enia uplastyczniaj¹ce uzyskane z pró-
by �ciskania pier�cieni porównano z wynikami innych
prób �ciskania, wykaza³y, ¿e nie mo¿na wyci¹gn¹æ
jednoznacznych wniosków odno�nie zgodno�ci. Na-
prê¿enie uplastyczniaj¹ce wyznaczone z próby �ciska-
nia pier�cieni w jednych przypadkach by³o nieco ni¿-
sze, a w innych zgodne z wynikami innych prób
�ciskania. W tym aspekcie za cel niniejszej pracy po-
stawiono sobie poszukiwanie zale¿no�ci pomiêdzy
uzyskiwanym z próby �ciskania pier�cieni naprê¿e-
niem uplastyczniaj¹cym a wymiarami próbki i wspó³-
czynnikiem tarcia. Cel ten osi¹gniêto poprzez wyko-
nanie testów numerycznych dla szerokiej gamy
pier�cieni i przeprowadzenie analizy wra¿liwo�ci.

2. PRÓBA �CISKANIA PIER�CIENI

Próba �ciskania pier�cieni (rysunek 2) by³a orygi-
nalnie zaprojektowana do wyznaczania wspó³czynni-
ka tarcia w procesach plastycznej przeróbki metali.
Pierwsze zastosowania dotyczy³y procesów prowadzo-
nych w temperaturze otoczenia, a nastêpnie Male
i Cockcroft (1964-65) zastosowali t¹ próbê do prze-
róbki plastycznej na gor¹co. Poniewa¿ kszta³t pier�cie-
nia po odkszta³ceniu jest funkcj¹ wspó³czynnika tar-
cia, nie by³o potrzeby pomiaru si³ w tej próbie.
Mierzono tylko wewnêtrzn¹ i zewnêtrzn¹ �rednicê od-
kszta³conego pier�cienia, a do wyznaczenia wspó³-
czynnika tarcia stosowano nomogramy, przedstawio-
ne na przyk³ad w pracach (Schey, 1970); Male
i Cockcroft, 1964-65.

Rysunek 1. Naprê¿enie uplastyczniaj¹ce obliczone z prób �ciska-
nia próbek p³askich i osiowosymetrycznych metod¹ bezpo�redni¹
(si³a/powierzchnia styku) (linie przerywane) oraz metod¹ obliczeñ
odwrotnych (linie ci¹g³e).
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Próba �ciskania pier�cienia dostarcza wiêcej infor-
macji, ni¿ te wynikaj¹ce z pomiaru kszta³tu próbki.
Zastosowanie analizy odwrotnej pozwala na wydoby-
cie tych informacji, przede wszystkim zawartych w po-
miarze si³, i w konsekwencji próba jest powszechnie
stosowana do wyznaczania zarówno wspó³czynnika
tarcia jak i parametrów modelu reologicznego mate-
ria³u (Szeliga i Pietrzyk, 2002). W pracach (Szeliga
i in., 2002; Pidvysotskyy i in., 2002; Gaw¹d i in., 2005)
zastosowano próbê �ciskania pier�cieni do identyfi-
kacji modelu naprê¿enia uplastyczniaj¹cego ró¿nych
metali i wyniki porównano z otrzymanymi z innych
prób plastometrycznych. W tablicy 1 zebrano para-
metry wszystkich analizowanych do�wiadczeñ. Do-
datkowo analiz¹ objêto �ciskanie kostki sze�cien-
nej o wymiarach 15x15x15 mm z miedzi w
temperaturze otoczenia. W tablicy 1 T oznacza tem-
peraturê, ε&  prêdko�æ odkszta³cenia, a pozosta³e przy-

jête oznaczenia obja�niono na rysunku 3. Poszczegól-
ne próby plastometryczne oznaczono nastêpuj¹cymi
skrótami:
UC (uniaxial compression) � �ciskanie próbki cylin-
drycznej,
RC (ring compression) � �ciskanie pier�cienia,
PSC (plane strain compression) � �ciskanie próbek
p³askich,
PSCc � (plane strain compression � channel test) �
próba kanalikowa,
CC (cube compression) � �ciskanie kostki sze�cien-
nej.

Na rysunku 4 pokazano wybrane wyniki prób ze-
stawionych w tablicy 1. Dla pozosta³ych prób uzy-
skano wyniki jako�ciowo podobne, patrz (Szeliga i in.,
2002; Pidvysotskyy i in., 2002; Gaw¹d i in., 2005).
Wykresy przedstawione na rysunku 4a ilustruj¹ ob-
serwacje opisane we wprowadzeniu, ¿e naprê¿enie wy-
znaczone z próby kanalikowej jest o oko³o 20% ni¿-
sze ni¿ wyznaczone z prób �ciskania kostki lub próbki
cylindrycznej. Jak mo¿na wnioskowaæ ze wszystkich
wykresów na rysunku 4, wyniki z prób �ciskania pier-
�cieni lokuj¹ siê ró¿nie, albo zgodnie z pozosta³ymi
próbami UC i PSC (rysunek 4b, rysunek 4d, prêdko�æ
odkszta³cenia 0,1 s-1), albo poni¿ej warto�ci uzyska-
nych z tych prób.

Na rysunku 5 pokazano wyniki analizy odwrotnej
przeprowadzonej dla próby �ciskania pier�cieni z mie-
dzi dla dwóch ró¿nych wymiarów próbek (Pietrzyk i
in., 2004b). Otrzymane warto�ci naprê¿enia uplastycz-

Rysunek 2. Schemat próby �ciskania pier�cienia.

Rysunek 3. Sposób wymiarowania próbek w tablicy 1.
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Tablica 1. Parametry analizowanych prób plastometrycznych

Stal 0,16% C- 0,43% Mn, T =  900, 1000, 1100oC, e&  = 0,1; 1; 10 s-1 

próbka R h r próbka h l b 

RC_0 7 4,7 3,5 PSC_0 10 15 20 

UC_0 5 12 - PSC_1 15 20 35 

Stal 0,17%C-1,29%Mn, T =  900, 1000, 1100oC, e&  = 0,1; 1; 10 s-1 

RC_0 7 4,7 3,5 PSC_0 10 15 20 

UC_0 5 12 -     

Mied�, temperatura otoczenia 

RC_0 7 4,7 3,5 PSCc_0 8 12 10 

RC_1 6 4 3 PSCc_1 8 20 10 

RC_2 9 6 4,5 PSCc_2 12 16 10 

UC_1 6 19 - CC 15 15 15 
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niaj¹cego ró¿ni¹ siê od siebie.
Analiza przedstawionych powy¿ej wyników wy-

kazuje, ¿e próba �ciskania pier�cieni daje warto�ci
naprê¿enia uplastyczniaj¹cego odbiegaj¹ce od otrzy-
mywanych z pozosta³ych prób plastometrycznych. Ta
obserwacja sta³a siê inspiracj¹ do poszukiwania za-

le¿no�ci pomiêdzy naprê¿eniem uplastyczniaj¹cym
uzyskanym z próby �ciskania pier�cienia i wymiara-
mi pier�cienia oraz wspó³czynnikiem tarcia. W pozo-
sta³ych próbach, �ciskanie próbek p³askich (Kowal-
ski i in., 2000) i osiowosymetrycznych (Szeliga i in.,
2002) takiej zale¿no�ci nie zaobserwowano. Postawio-
no tezê, ¿e zmiany wymiarów pier�cieni powoduj¹
zmiany stanu odkszta³cenia i w konsekwencji mog¹
w mniejszym lub wiêkszym stopniu sprzyjaæ powsta-
waniu i rozwojowi mikropasm �cinania. Dla udowod-
nienia tej tezy wykonano testy numeryczne w szero-
kim zakresie zmian wymiarów pier�cieni i wspó³-
czynnika tarcia.

3. MODEL

W testach numerycznych zastosowano program z
metody elementów skoñczonych, którego podstawy
matematyczne opisane s¹ w pracy (Lenard i in., 1999),
a zastosowanie do próby �ciskania próbek osiowosy-
metrycznych w pracy (Pietrzyk, 1993). W rozwi¹za-
niu MES wykorzystano sformu³owanie wariacyjne

Rysunek 4. Wyniki analizy odwrotnej prób plastometrycznych dla: a) miedzi (m = 0,067), b) miedzi (m = 0,17), c) stali 0,17%C, 1,29%Mn (m
= 0,14), d) stali 0,16%C, 0,43%Mn (m = 0,11).
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 Rysunek 5. Wyniki analizy odwrotnej prób �ciskania pier�cieni z
miedzi  o ró¿nych wymiarach.
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(Kobayashi i in., 1999), zgodnie z którym ze wszyst-
kich kinematycznie dopuszczalnych pól prêdko�ci rze-
czywiste pole prêdko�ci v, które spe³nia odpowiednie
warunki brzegowe oraz warunek sta³ej objêto�ci, daje
stacjonarn¹ warto�æ funkcjona³u:

∫∫∫
ΓΩΩ

Γ−Ωλ+Ωσ= dddJ
TTT

p fvBvcvBvB (1)

gdzie: sp � naprê¿enie uplastyczniaj¹ce, B � macierz
pochodnych funkcji kszta³tu, c � wektor nak³adaj¹cy
warunek sta³ej objêto�ci, l � mno¿nik Lagrange'a, W
� obszar rozwi¹zania, G � brzeg obszaru, f � wektor
warunków brzegowych (si³).

Ró¿niczkowanie równania (1) wzglêdem vT i mno¿-
nika Lagrange'a l daje uk³ad nieliniowych równañ,
który jest linearyzowany metod¹ Newtona-Raphsona.
Sk³adowymi wektora warunków brzegowych f s¹ si³y
tarcia obliczane przez ca³kowanie naprê¿enia tarcia
w modelu Chena i Kobayashi'ego (1978):


















π

µσ=τ −
ap
sv1tan

2
(2)

gdzie: vs � wektor prêdko�ci po�lizgu, a � sta³a, o kil-
ka rzêdów mniejsza od �redniej prêdko�ci po�lizgu
(przy du¿ych prêdko�ciach po�lizgu vs równanie (2)
jest równowa¿ne modelowi Treski  t = mtmax, gdzie

tmax � graniczne naprê¿enie �cinaj¹ce, m = 3 m).

Do wyznaczenia naprê¿enia uplastyczniaj¹cego na
podstawie do�wiadczeñ opisanych w poprzednim roz-
dziale wykorzystano rozwi¹zanie odwrotne. Zastoso-
wany algorytm opisano szczegó³owo w pracy (Szeli-
ga i Pietrzyk, 2002).

4. WYNIKI I ANALIZA

4.1. Stan odkszta³cenia w próbie �ciskania
pier�cieni

W przypadku braku tarcia obliczenia odkszta³ceñ
s¹ trywialne. Zarówno dla próbek cylindrycznych jak
i dla pier�cieni odkszta³cenie promieniowe er jak i ob-
wodowe eq s¹ równe po³owie odkszta³cenia wynika-
j¹cego ze zmiany wysoko�ci próbki:







=ε=ε=ε θ

0

1ln
2

1

h

h
zr (3)

gdzie: h0, h1 � odpowiednio pocz¹tkowa i koñcowa
wysoko�æ próbki.

Rozwa¿my próbkê cylindryczn¹ o wymiarach f9x6
mm i pier�cieñ o wymiarach f10xf5x6 mm. Tarcie
na powierzchni styku próbki z narzêdziem powoduje
nierównomierno�æ odkszta³cenia, przy czym w przy-

padku próbki cylindrycznej wystêpuj¹ po prostu od-
chy³ki od odkszta³cenia jednorodnego, jakie wyst¹pi-
³oby przy braku tarcia czyli: odkszta³cenie wzd³u¿ wy-
soko�ci ez = -0,5, odkszta³cenie promieniowe er = 0,25,
odkszta³cenie obwodowe eq = 0,25. Na rysunku 6 po-
kazano rozk³ady sk³adowych odkszta³cenia dla wspó³-
czynnika tarcia m = 0,1. Ze wzglêdu na dwie osie sy-
metrii na wszystkich rysunkach przedstawiono 1/4
przekroju poprzecznego.

Sytuacja jest inna w przypadku �ciskania pier�cie-
ni. Poniewa¿, zale¿nie od wymiarów próbki i wspó³-
czynnika tarcia, pier�cieñ mo¿e p³yn¹æ albo na ze-
wn¹trz albo w obydwu kierunkach, czyli pojawi siê
p³aszczyzna neutralna, dlatego odkszta³cenia zmieniaj¹
siê w szerokim zakresie. Jest to widoczne na rysunku
7, gdzie pokazano rozk³ady sk³adowych odkszta³ce-
nia dla pier�cienia o wymiarach f10xf5x6 mm przyj-
muj¹c dwa znacznie ró¿ni¹ce siê wspó³czynniki tar-
cia m = 0,03 i m = 0,25. Przy du¿ym wspó³czynniku
tarcia pojawiaj¹ siê obszary, w których wystêpuje p³a-
ski stan odkszta³cenia.

Te obserwacje powi¹zano z analiz¹ przeprowadzo-
n¹ dla próby kanalikowej. Korekty wprowadzane do
prawa plastycznego p³yniêcia w celu uwzglêdnienia
wp³ywu mikropasm �cinania by³y zale¿ne od sk³ado-
wej logarytmicznej miary odkszta³cenia e33, która mo¿e
byæ miar¹ d³ugo�ci drogi odkszta³cenia. W pracy (Pê-
cherski, 1998) zaproponowano nastêpuj¹c¹ korektê
prawa plastycznego p³yniêcia.
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Rysunek 6. Rozk³ad sk³adowych tensora odkszta³cenia na prze-
kroju próbki cylindrycznej, a) ez, b) er, c) eq.
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( ) ssee

iMS

pS
ip

f

d
d

σ−
ε

=
12

3
(4)

gdzie: dep � tensor przyrostu odkszta³cenia plastycz-
nego, fMS � udzia³ mikropasm �cinania w prêdko�ci
odkszta³cenia postaciowego, s � tensor naprê¿enia, si

� ekwiwalentne naprê¿enie, pS
idε  � ekwiwalentny

przyrost odkszta³cenia plastycznego.

( )33

0

exp1 ε−+
=

ba

f
f

MS
MS

gdzie: fMSo, a, b � wspó³czynniki, e33 � sk³adowa loga-
rytmicznej miary odkszta³cenia.

Identyfikacja modelu opiera siê na okre�leniu funk-
cji udzia³u mikropasm �cinania fMS od d³ugo�ci drogi
odkszta³cenia.

Podobna analiza przeprowadzona w pracy (Pietrzyk
i in., 2004a) doprowadzi³a do wniosku, ¿e powstawa-
nie i rozwój mikropasm �cinania jest zale¿ny od war-
to�ci �rodkowego naprê¿enia g³ównego. Im bli¿sze jest
ono zeru, czyli im stan odkszta³cenia jest bli¿szy do
stanu p³askiego, tym wiêkszy jest wp³yw mikropasm
�cinania. Zaproponowano nastêpuj¹c¹ korektê prawa
plastycznego p³yniêcia Levy-Mizesa:

es &

&i

p

εξ
σ

=
2

3
(5)

gdzie: s � wektor zawieraj¹cy sk³adowe dewiatora
tensora naprê¿enia, e&  � wektor zawieraj¹cy sk³ado-
we tensora prêdko�ci odkszta³cenia, iε&  � intensyw-
no�æ prêdko�ci odkszta³cenia, x � wspó³czynnik ko-
ryguj¹cy, zale¿ny od �rodkowego odkszta³cenia
g³ównego:

21
1.25 arctan

2
i

e
x b

p e

æ ö
= - ç ÷

è ø

&

&
(6)

W równaniu (6) b jest wspó³czynnikiem, którego
warto�æ dla próby kanalikowej przyjêto w pracy (Pie-
trzyk i in., 2004a) równ¹ 10. Wp³yw tego wspó³czyn-
nika jest w niewielkim zakresie i powinien on byæ
dobierany na podstawie analizy odwrotnej dla danej
próby. W przedstawionych poni¿ej przyk³adach przy-
jêto b = 1. Dalsz¹ analiz¹ objêto ocenê warto�ci wspó³-
czynnika zdefiniowanego równaniem (6) w próbie
�ciskania pier�cieni. Na rysunku 8 pokazano rozk³ad
ca³ki po czasie ze wspó³czynnika koryguj¹cego x na
przekroju pier�cienia po odkszta³ceniu. Poniewa¿
wspó³czynnik ten zale¿ny jest od warto�ci �rodkowe-
go odkszta³cenia w stosunku do intensywno�ci od-
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Rysunek 7. Rozk³ad sk³adowych tensora odkszta³cenia na przekroju próbki pier�cieniowej dla wspó³czynnika tarcia I) m = 0,03, a) ez, b) er,
c) eq, II) m = 0,25, a) ez, b) er, c) eq.
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kszta³cenia, na rysunku 9 pokazano obliczone rozk³a-
dy intensywno�ci odkszta³cenia dla tych samych przy-
padków.

  Analiza przeprowadzonych wstêpnych symulacji
wykaza³a, ¿e stan odkszta³cenia w próbie �ciskania
pier�cieni zmienia siê znacznie w zale¿no�ci od para-
metrów tej próby. W dalszej czê�ci pracy podjêto pró-
bê okre�lenia wra¿liwo�ci wspó³czynnika zdefiniowa-
nego równaniem (6) na wymiary próbki i wspó³-
czynnik tarcia. W tym celu w nastêpnym rozdziale
przedstawiono wyniki przeprowadzonych testów nu-
merycznych i szerok¹ analizê zale¿no�ci warto�ci
wspó³czynnika x od parametrów próby �ciskania pier-
�cienia.

4.2. Wyniki testów numerycznych

W trakcie analizy zachowania siê wspó³czynnika
x w próbie spêczania pier�cieni przeprowadzono sze-
reg obliczeñ z wykorzystaniem opisanego wcze�niej
programu MES. Wymiary próbek oraz wykorzystane

wspó³czynniki tarcia zestawiono w tablicy 2 i 3.
Z uzyskanych wyników (rysunek 10) wynika,

zgodnie z wcze�niejszymi obserwacjami, ¿e im wy-
¿szy jest wspó³czynnik tarcia oraz im wy¿sza jest prób-
ka tym wyra�niej widoczne jest przej�cie materia³u w
p³aski stan odkszta³cenia. W trakcie analizy za³o¿ono
sta³y promieñ zewnêtrzny R odkszta³canego pier�cie-
nia zgodnie z tablic¹ 2.

W oparciu o uzyskane wyniki symulacji numerycz-
nej przeprowadzono analizê wra¿liwo�ci. W pierw-
szej kolejno�ci wyznaczono zale¿no�æ wspó³czynni-
ka korekty x zdefiniowanego równaniem (6) od
wysoko�ci pier�cienia, jego promienia wewnêtrznego
i wspó³czynnika tarcia. We wszystkich przypadkach
utrzymano tak¹ sam¹ warto�æ promienia zewnêtrzne-
go 10 mm (tablica 1). Na rysunku 13 pokazano wyni-
ki obliczeñ dla sta³ego stosunku wysoko�ci pier�cie-
nia do jego promienia wewnêtrznego h/r = 3/2. Jak
widaæ na tym rysunku warto�ci wspó³czynnika korekty
x wzrastaj¹ wraz ze wzrostem wspó³czynnika tarcia
i wzrostem promienia wewnêtrznego.
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Rysunek 8. Rozk³ad wspó³czynnika x zdefiniowanego równaniem
(6) na przekroju próbki pier�cieniowej dla wspó³czynnika tarcia:
a) m = 0,03, b) m = 0,25.
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Rysunek 9. Rozk³ad intensywno�ci odkszta³cenia na przekroju prób-
ki pier�cieniowej dla wspó³czynnika tarcia: a) m = 0,03, b) m =
0,25.
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Tablica 3. Wymiary zastosowanych próbek i wspó³czynniki tarcia.

R/r 2  

h, mm 4 6,7 10 

m 0,03 0,08 0,15 0,03 0,08 0,15 0,03 0,08 0,15 

R, mm 10 

r, mm 3 5 7 

h, mm 4 6,7 10 

m 0,03 0,08 0,15 0,03 0,08 0,15 0,03 0,08 0,15 

Tablica 2. Wymiary zastosowanych próbek i wspó³czynniki tarcia.
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 Na rysunku 14 pokazano podobne wyniki obliczeñ
dla sta³ej warto�ci promienia wewnêtrznego r = 5 mm.
Jak widaæ na tym rysunku warto�ci wspó³czynnika
korekty  x wzrastaj¹ wraz ze wzrostem wysoko�ci pier-
�cienia.

W dalszej kolejno�ci wyznaczono wspó³czynniki
wra¿liwo�ci parametrycznej w oparciu o  nastêpuj¹ce
równania:

,

d

d
x m

m x

x m
F =      ,r

r d

dr
x

x

x
F = (7)

Wyniki obliczeñ wspó³czynników wra¿liwo�ci zde-
finiowanych równaniem (7) przedstawiono na rysun-
ku 15. Jak widaæ na tym rysunku zale¿no�æ wspó³-
czynników wra¿liwo�ci od analizowanych parametrów
jest z³o¿ona. Obserwuje siê generaln¹ tendencjê wzro-

Rysunek 10. Rozk³ad wspó³czynnika x zdefiniowanego równaniem (6) na przekroju próbki pier�cieniowej o wymiarach f20xf6x4  dla
wspó³czynnika tarcia: m = 0,03, m = 0,08,  m = 0,15.
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Rysunek 11. Rozk³ad wspó³czynnika x zdefiniowanego równaniem (6) na przekroju próbki pier�cieniowej o wymiarach f20xf10x6.7 mm
dla wspó³czynnika tarcia: m = 0,03, m = 0,08,  m = 0,15.
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Rysunek 12. Rozk³ad wspó³czynnika x zdefiniowanego równaniem (6) na przekroju próbki pier�cieniowej o wymiarach f20xf14x10 mm
dla wspó³czynnika tarcia: m = 0,03, m = 0,08,  m = 0,15.
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stu wspó³czynników wra¿liwo�ci dla du¿ych warto-
�ci wspó³czynnika tarcia i wiêkszych warto�ci we-
wnêtrznego promienia, ale wystêpuj¹ odchy³ki od tej
regu³y dla pewnych kombinacji parametrów.

Najwiêksze warto�ci wspó³czynników wra¿liwo�æ
uzyskano dla wiêkszych warto�ci wspó³czynnika tar-
cia i promienia wewnêtrznego, co pozostaje w zgod-
no�ci z wynikami przedstawionymi wcze�niej na ry-
sunku 13.

W dalszych testach numerycznych analizowano
pier�cienie z zestawu w tablicy 3 dla sta³ej warto�ci
promienia wewnêtrznego r  = 5 mm. Okre�lono roz-
k³ad wspó³czynnika x na przekroju poprzecznym prób-
ki dla trzech wysoko�ci pier�cieni i ró¿nych wspó³-
czynników tarcia (rysunki 16, 17 i 18). Ponownie im
wy¿sza jest próbka oraz im wiêkszy wspó³czynnik
tarcia (rysunek 19) tym stan materia³u w trakcie od-

kszta³cenia zbli¿a siê do p³askiego.
 W tym przypadku analizê wra¿liwo�ci przepro-

wadzono dla zdefiniowanego równaniem (7) wspó³-
czynnika ,x mF  oraz dodatkowo dla wspó³czynnika
wra¿liwo�ci wzglêdem wysoko�ci pier�cienia:

dh

dh
h

ξ
ξ

=Φξ
(8)

Wyniki obliczeñ wspó³czynników wra¿liwo�ci ξ
µΦ

i ξΦh  przedstawiono na rysunku 19. Najwiêksze wra¿-
liwo�ci zaobserwowano dla próbek o du¿ej wysoko-
�ci i dla du¿ych wspó³czynników tarcia.

Analogiczne wyniki uzyskane zosta³y przez Auto-
rów na podstawie stanu naprê¿enia, analizuj¹c war-
to�æ wspó³czynników Lodego zdefiniowanych rów-
naniami:

Rysunek 13. Zale¿no�æ wspó³czynnika korekty x od wspó³czynni-
ka tarcia m i promienia wewnêtrznego r dla pier�cienia o promie-
niu zewnêtrznym R = 10 mm i stosunku h/r  = 3/2.
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Rysunek 14. Zale¿no�æ wspó³czynnika korekty x od wspó³czynni-
ka tarcia m i wysoko�ci pier�cienia h dla promienia zewnêtrzne-
go R = 10 mm i wewnêtrznego r = 5 mm.
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Rysunek 15. Analiza wra¿liwo�ci wspó³czynnika x wzglêdem wspó³czynnika tarcia m (a) oraz wzglêdem wewnêtrznego promienia pier�cie-
nia r (b).
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31

312
2

2
,

3

2

σ−σ
σ−σ−σ=ζ

ζ+
=β σ

σ
(9)

gdzie: b, σζ � wska�niki naprê¿enia Lodego,  s1, s2,
s3 � warto�ci naprê¿eñ g³ównych.

Wspó³czynnik σζ  zmienia siê w zakresie -1 £ σζ
£ 1 natomiast wspó³czynnik b zakresie 1 £ b £

3/2 . Za³o¿ono, ¿e wspó³czynnik Lodego b, charak-
teryzuj¹cy stan naprê¿enia, jest jednym z parametrów

identyfikuj¹cych ró¿nicê warto�ci naprê¿enia upla-
styczniaj¹cego uzyskiwanych z ró¿nych prób plasto-
metrycznych. Gdy warto�æ wspó³czynnika Lodego  b
osi¹ga warto�æ maksymaln¹ 3/2 , stan naprê¿enia
odpowiada p³askiemu stanowi odkszta³cenia.

Na rysunku 20 pokazano wyniki obliczeñ rozk³adu
wspó³czynnika Lodego b na przekroju próbki przy spê-
czaniu pier�cieni z ró¿nymi wspó³czynnikami tarcia.
Te symulacje wykonano programem Forge 2. Jak wi-
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Rysunek 16. Rozk³ad wspó³czynnika x zdefiniowanego równaniem (6) na przekroju próbki pier�cieniowej o wysoko�ci h = 10 mm dla
wspó³czynnika tarcia: m = 0,03, m = 0,08,  m = 0,15.

Rysunek 17. Rozk³ad wspó³czynnika x zdefiniowanego równaniem (6) na przekroju próbki pier�cieniowej o wysoko�ci h = 6.7 mm dla
wspó³czynnika tarcia: m = 0,03, m = 0,08,  m = 0,15.
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Rysunek 18. Rozk³ad wspó³czynnika x zdefiniowanego równaniem (6) na przekroju próbki pier�cieniowej o wysoko�ci h = 10 mm dla
wspó³czynnika tarcia: m = 0,03, m = 0,08,  m = 0,15.

5 6 7 8 9 10 11 12 13

x, mm

0

1

2

3

z
, 

m
m

 
5 6 7 8 9 10 11 12

x, mm

0

1

2

3

z
, 
m

m

 

5 6 7 8 9 10 11 12

x, mm

    

0

1

2

3

z
, 

m
m

 

,

1
.0
3

1
.0
4
1

1
.0
5
2

1
.0
6
3

1
.0
7
4

1
.0
8
5

1
.0
9
6

1
.1
0
7

1
.1
1
8

1
.1
2
9



IN
FO

R
M

A
TY

K
A

 W
 T

E
C

H
N

O
LO

G
II 

M
A

TE
R

IA
ŁÓ

W

� 11 �

daæ na przedstawionych wykresach warto�ci wspó³czyn-
nika Lodego bardzo mocno zale¿¹ od wspó³czynnika
tarcia. Dla idealnie beztarciowego procesu wspó³czyn-
nik b przyjmuje warto�æ 1 na ca³ym przekroju poprzecz-
nym próbki. Wzrost wspó³czynnika tarcia prowadzi do
wzrostu warto�ci wspó³czynnika Lodego.

Wyniki pokazane na rysunku 20 zgadzaj¹ siê jako-
�ciowo z wcze�niejszymi wynikami do�wiadczalny-
mi �ciskania próbek pier�cieniowych z zastosowaniem
ró¿nych smarów (rysunek 4). Potwierdzona zosta³a
postawiona teza, ¿e wzrost wspó³czynnika b, czyli

Rysunek 19. Analiza wra¿liwo�ci wspó³czynnika x wzglêdem wspó³czynnika tarcia m (a) oraz wzglêdem wysoko�ci pier�cienia h (b).
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zbli¿anie siê do p³askiego stanu odkszta³cenia, sprzy-
ja powstawaniu mikropasm �cinania i prowadzi do
obni¿enia naprê¿enia uplastyczniaj¹cego.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawione w pracy wyniki testów numerycz-
nych pozwalaj¹ na wyci¹gniêcie nastêpuj¹cych wnio-
sków:
� Stan odkszta³cenia wp³ywa na tendencjê do powsta-

wania i propagowania mikropasm �cinania w ma-
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tk
ow
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a)  e)  

b)  f)  

c)  g)  

 

d)  h)  
 

Rysunek 20. Rozk³ad wspó³czynnika Lodego b  w próbie spêczania pier�cieni dla ró¿nych wspó³czynników tarcia: a) 0,00; b) 0,05; c) 0,10;
d) 0,15; e) 0,20; f) 0,25; g) 0,30; h) 0,40.
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teriale odkszta³canym plastycznie. Im stan od-
kszta³cenia jest bli¿szy stanowi p³askiemu, tym ta
tendencja jest wiêksza. Potwierdza to obserwowa-
ny w pracy spadek naprê¿enia uplastyczniaj¹cego
materia³u w procesach charakteryzuj¹cych siê sta-
nem odkszta³cenia zbli¿onym do p³askiego.

� Korekta naprê¿enia uplastyczniaj¹cego, maj¹ca
uwzglêdniæ wp³yw mikropasm �cinania, mo¿e
opieraæ siê albo na �rodkowym odkszta³ceniu g³ów-
nym albo na warto�ci wspó³czynnika Lodego. Me-
tody te daj¹ wyniki jako�ciowo jednakowe.

� Wspó³czynnik koryguj¹cy, zale¿ny od �rodkowe-
go odkszta³cenia g³ównego e2 lub od wspó³czyn-
nika Lodego, jest wra¿liwy na kszta³t próbki i na
warto�æ wspó³czynnika tarcia.

� Wzrost wspó³czynnika tarcia w próbie �ciskania pier-
�cienia prowadzi do zmniejszenia �rodkowego od-
kszta³cenia g³ównego e2 oraz do wzrostu wspó³czyn-
nika Lodego i, w konsekwencji, do spadku
naprê¿enia uplastyczniaj¹cego w porównaniu do
warto�ci otrzymanych z próby �ciskania cylindrów.

UWAGA KOÑCOWA

Praca wykonana w ramach projektu MNiI, nr. 3
T08A 071 26.
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