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Bocustaw Bozek, DANIEL DELIMATA

SPECTRAL GALERKIN METHOD FOR SOLVING POISSON EQUATION
IN AXISYMMETRIC DOMAIN

Abstract

This work presents spectral Galerkin method for solving Poisson equation in axisymmetric domain.
Computational equations are introduced in the way that allow easy computer programing. Paper contains

some calculation examples which use this method.

STRESZCZENIE

W pracy zostaly wyprowadzone efektywne wzory
obliczeniowe spektralne] metody Galerkina rozwia-
zywania réwnania Poissona okreslonego w walcu. Zo-
staly zaprezentowane wyniki przyktadowych obliczen
programem napisanym w oparciu o wyprowadzone
WZOLY.

WSTEP

Jedng z czesciej stosowanych metod przyblizonych
rozwigzywania rownan rozniczkowych, w tym row-
nania Poissona, jest metoda Galerkina, przy czym
zazwyczaj poszukuje si¢ rozwiazania przyblizonego
w skoniczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej roz-
pietej na splinach stopnia pierwszego indukowanych
przez triangulacje obszaru €, w ktdrym jest okreslone
réwnanie. Gdy mamy do czynienia z obszarem cylin-

drycznym wygodnie jest zastosowaé metodg spektral-
na, w ktérej poszukuje si¢ rozwiazania przyblizonego
w przestrzeni wielomianéw, przy czym jako bazg¢ tej
przestrzeni wybiera si¢ wielomiany ortogonalne. Me-
todzie spektralnej w zastosowaniu do przypadku ob-
rotowej dziedziny jest w calo$ci po$wiecona ksigzka
Bernardi i in. (1999). Sa w niej zebrane wyniki stano-
wigce teoretyczna podstawe tej metody w odniesieniu
do réwnan rézniczkowych réznych typdow, w tym wia-
snogci obrotowych przestrzeni Sobolewa, teoretyczne
oszacowania bledéw metody i twierdzenia o jej zbiez-
noéci w stosownych przestrzeniach funkcyjnych.

W niniejszej pracy zostaly wyprowadzone efektyw-
ne wzory obliczeniowe spektralnej metody Galerkina
rozwigzywania réwnania Poissona okreslonego w wal-
cu umozliwiajace jej komputerowa implementacje.
Zostaly zaprezentowane wyniki przykladowych ob-
liczen programem napisanym w oparciit 0 Wyprowa-
dzone wzory.
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1. ZAGADNIENIE DIRICHLETA DLA
ROWNANIA POISSONA W
PRZYPADKU OBROTOWYM

1.1. Rownanie Poissona

Rozwazamy problem Dirichleta dla obrotowo nie-
zmienniczego réwnania Poissona postaci:

{ ~u-Ltou—-u=f wuw, (1)

w=2>b mar,
gdzie
w=u(r,z), f=f(rz), b=0b(rz),
wi={(r2) ER*:0<r<1i —1<2<1}
v ={(nz) R :r=01i —1<=z<1},
v = dw \ Yo-

1.2. Postaé wariacyjna

Dowodzi sic (Bernardi i in. 1999), ze problem
(1) jest réwnowazny znalezieniu takie] funkeji u €
H (w), ze:

u—be Hl,(w), )
YveH (), aluv)= (f,v)

gdzie

a(u,v) = f(@rlc 8v + 0:ud.v)(r, z) rdrdz,

) = [ F(r2) - o

Hi(w)={ve Lf(w) 0w € Li(w)
oraz 0.v € er (W)}

v, z)rdrdz,

Blw={v:w—+R: / |v|®rdrdz < +00
w

iv mierzalna},
Hi,(w)={ve H}(w):v=0nan~}. (3)

Postad (2) nazywamy postacia wariacyjna. Jej dys-
kretng wersje otrzymujemy poprzez zastapienie wy-
stepujacych w niej nieskonczenie wymiarowy ch prze-
strzeni, skonczenie wymiarowymi. Zagadnieniu ich
konstrukeji a takze wyboru odpowiednich baz po-
$wiecony jest nastepny punkt.

2. WIELOMIANY ORTOGONALNE

2.1. Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre’a (patrz np. Abramowitz i
Stegun, 1972) sa zdefiniowane na przedziale A =
[=1,1) wzorami;

1 d"
Dowodzi sie, ze spelniaja one szereg wlasnoéci, a mie-
dzy innymi:

Lo(z) =1, Lyp(z)= 2" = 1" dlan e N

— wielomiany L, maja parzystos¢ zgodng ze swoimi
stopniami (tzn. dla n parzystych sq parzyste, dla
n nieparzystych nieparzyste)

- kazdy wielomian L, spelnia réwnanie rdzniczko-
we

(=5

— kazdy wielomian L, gdzie n
nie

L) +n{n+1)L, =0, n=0, (4)
= 1, spetnia réwna-

-

(2n+1)L,=L 1 — Ly, (5)

_— porma wielomianu L,,, gdzien 2 0w przestrzeni

L*(A) jest dana wzorem

1
1
/_1 O =

— wielomiany L, mozna obliczy¢ korzystajac z for-
muly rekurencyjnej

{ Lu(C) =1, ) LI(C) =,
Ln—!—l(‘;) = %CL”(C} nilL” 1{0’ ng L.

— wielomiany L,, przyjmuja w punktach 11 —1 war-
todei:

Tof-l)= 1y, Ll =3

2.2. Wielomiany M
Definiujemy rodzing wielomianow:

Ln(C) A+ Ln+l (C)

T+ ¢ (n € N). (6)

M, (C) =

Poniewaz Lp(—=1) + Lnt1(—1) = (=1)" + (= et =
0, czyli —1 jest miejscem zerowym licznika, a co za
tym idzie, licznik jest podzielny przez (1 + (), wige
M, sa wielomianami.

Twierdzenie 2.1. Wielomiany My(t) tworzq baze
ortogonalng w przestrzend wielomianéw okreslonych
na przedziale A z wagg (1 +1).

Dowod Wykazemy najpierw, ze dla n # m za-
chodzi f Mu()M(t)(1 + t)dt = 0. Ze \wglvdu
na sy nmtn dla ustalenia uwagi mozemy przyjac,
se n < m. Zauwazmy, ze M,(t)Mpu(t)(1 +1) =
(Lot )+Lm+1(t)) Ma(t), stad [, Mo (8) Mo (£)(1 +

Odt = [ Ln(OMa(t)dt + [ Lsr(8) M (£)dt.
I\dzdv wwlomlan nizszego stopnia niz m jest wielo-

mianem ortogonalnym do Ly, (t) z waga 1. W szeze-
{,OlllO‘iCl takim wielomianem jest M,, a zatem

f L (8) My (t) dt = 0, oraz f Loni1 () Mp(t) dt =
0, co wobec wzoru otrzymanego powyzej, daje

1
/ Mo(O)Mp(H)(1+t)dt =0 dla n # m.
~1

)

Pozostalo jeszcze wykazaé, ze f (M, ()" (1 +
t)dt > 0. Wynika to wprost z faktu, ze (I‘-I,](.))z =20
il+t=0date(-1,1). 1
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Podobnie jak dla wielomianéw Legendre’a przyta-
czamy tu bez dowodéw kilka lematow opisujacych
wtasnoéci wielomianéw M,, (Bernardi i in. 1999).

Lemat 2.1. Kazdy wielomian M,,, gdzie n = 0 spet-

nia rownanie rézniczkowe
((1+Q)%(1 = QM) +n(n+2)(1+ M, = 0. (7)

Lemat 2.2. Wielomiany M, spelniajg nastepujgce
formuty rekurencyjne:

{Mo (€)=
ﬂ’fn( } ,,.;A n(C) -

=it My, 1(¢), n>=1.
(8)
Mo(C) = 1, : M, (¢) =l%(3C* L},
M,(¢) = Hr;i{l (¢ - Zn= 1)(zn+1))Mll—1(<) (9)
2n+1)(n—1)
(—mMn—z(C)a nz2.
Lemat 2.3. Kazdy wielomian M, gdzie n = (O spet-
nia zwigzek
b o 2
[ moaroa= =g )
1 n+1

Wprowadzamy nast¢pujace przestrzenie wielomia-
now:

— P, (w) — zbidr wielomianéw stopnia nie wieksze-
go niz n zmiennych r, z,

— P%(w) — zbiér wielomiandw stopnia nie wieksze-
go niz n zmiennych r, z, ktére zeruja sie na dw,
— P¢(w) — zbidr wielomianéw stopnia nie wigksze-

go niz n zmiennych r, z, ktére zeruja si¢ na .

Uwaga 2.1. Niech N € N bedzie ustalone. Wielo-
miany M, (2r — 1)L, (z)
— dla 0 € m,n < N tworzq baze ortogonalng

Py(w),
— dla 1 < m,n < N — 1 tworzq baze ortogonalng
Po(w),
— dla0<m<N—-1orazl <m <N -1 tworzg

baze ortogonalnq; P2 (w).

Przestrzen dyskretna P7(w) stanowi w meto-
dzie spektralnej aproksymacje przestrzeni Sobolewa
1
Hlo(w)'

3. METODA SPEKTRALNA

3.1. Kwadratury Gaussa-Lobbato

Zaczniemy od klasycznej kwadratury
Gaussa-Lobatto  (patrz  (Gautschi  1999), lub
(Bernardi i in. 1999)) bazujacej na wielomianach
Legendre’a L,,.

Twierdzenie 3.1 (formula Legendre’a Gaus-
sa-Lobbato). Niech & = —1 i én = 1. Istnie-
je doktadnie jeden uktad N — 1 weztow &, j €

J1,725 - -1} & € (-1,1) oraz N + 1 liczb gy,

0<j< N t&kzch ze

Y N
V<I>eIP2N_1(A),[1<I) =S 80 (11)
] 2

Liczby &, 1 < j < N — 1 sq kolejnymi zerami wie-
lomianu L'y, natomiast gj, 0 < j < N sq dodatnie
1 dane wzorem

2

0j = . , 0<j<N. (12)
T N(N A+ DLY(E))

Dla miary (1 + ¢)d¢ mozna podaé¢ analogiczna
formule bazujaca na przedstawionych w poprzednim
rozdziale wielomianach M. Prawdziwe jest nast¢pu-

jace twierdzenie (Bernardi i in. 1999)):

Twierdzenie 3.2 (formula Gaussa-Lobbato dla
miary (1 + ¢)dC). Niech (s = —1 oraz {(y = 1.
Istnieje doktadnie jeden uklad N — 1 weztow (;, 1 <
j<N-1,¢ € (-1,1) orazN+1 liczbo;, 0 < j < N
takich, ze

1 N
Vi € Pax-i(4): [ 8O0+ 0dC = 32060,
: 2.

(13)

Liczby ¢;, 1 < j € N — 1 sq zerami M}, natomiast

gj, 0 < j < N sq dodatnie i dane wzorami
8
Tpg = = r; 3 (14)
N(N +2)M3(-1)
4
o= 15 <N (15)

T NIV ME ()

3.2. Dyskretne przestrzenie wielomiandéw

Niech r; = 1—+f— 0 <
weztow dyskretyzacji na w:

< N. Definiujemy siatke

v ={lr;,&):0<14,5 < N},

gdzie & sa wezlami zdefiniowanymi w twierdze-
niu 3.1, a (; sa weztami zdefiniowanymi w twierdze-
niu 3.2.

Wprowadzamy iloczyn skalarny dla funkeji u i v
dwdch zmiennych

TRELAL
(u,v)rny = 1 Zzu(mfj)'ﬂ

i=0 j=0

(ri:f5)ou05;  (16)

gdzie a;, p; sa zdefiniowane odpowiednio wzorami
(12) i (14)

Rozwigzaniem przyblizonym problemu wariacyjne-
go (2) (w sensie metody spektralnej) nazywamy wie-
lomian uy € Py (w) taki, ze:

{ uny — Inb € Py (w), (17)
Yoy € PR (w) : an(un,un) = (f,on)en,
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gdzie

an(un,vn) = (Brun, 8 vN) N + (O:un, 00N )N,
(18)
natomiast Iy = zf\, o 25\, jest operatorem interpolacji
Lagrange’a na dwuwymiarowej sieci wezléw =y =
{(,&):0<4,j < N} z wartoSciami w Pr(w).
Przytaczamy za Bernardi i in. (1999) nastepujgce
twierdzenia:

Twierdzenie 3.3. ! Dla dowolnych danych f i b
ciggtych na @ problem (17) ma jednoznaczne rozwig-
zanie w przestrzent Py (w).

Twierdzenie 3.4. * Zuia’zﬁnn, Ze rozwigzanie i pm-
blemu (1) nalezy do Hi(w), s 22 a f€ H],0 >},
a ponadto f € H}(w). Dla rozwiqzania uy problwm
(17) zachodzi wtedy oszacowanie:

llu — uN”H}(w) < C(Nl_s ”u”}-{;(w)"'fvia Hf”.r;la(w))-

(3] [=a]

Oszacowanie to zachodzi takze dla % <sg 21«

ag%.

3.3. Uklad réwnan algebraicznych i jego
rozwigzanie

Niech ¢; (j = 0,...,N) beda wielomianami in-
terpolacyjnymi Lagrange’'a stopnia N takimi, ze
(&) = 6; 5 cayli

Analogicznie definiujemny wielomiany E;z] (j =
0,...,N) jako wielomiany interpolacyjne Lagrange’a
stopnia NV takie, ze (?g‘)‘)(rj) =y, czyli

N
2 T T
- I T
i R

i=0,i#j 7

W my$l Twierdzenia 3.3 szukamy rozwiazania
przyblizonego problemu (17) w postaci wielomianu
uy w Py(w). Wielomian ten mozna przedstawic ja-
ko:

N N

ZZTL,J 1"' AT (19)

i=0 j=0

gdzie
uij = u(ri, Gj)-
Pokazemy teraz sposab efektywnego wyliczenia war-

todei Ujj.

! Bernardi i in. (1999) str. 135 Thm. VIL1.4,
2 Bernardi i in. (1999) str. 136 Thm. VIL.1.6.

Oznaczmy dalej przez T zbidr indeksow (i, 7) we-
2¥6w (r;,¢;) € w. Niech B bedzie zbiorem indeksow
wezléw (r, () € v. Niech dalej

Stosujac teraz (19) do zagadnienia (17), korzysta-
jacz (18) (16) 1 uwzgledniajac fakt, iz H_(,-,z)(r)ﬂj:(c),
dla (i',7") € T tworza baze P} (w) otrzymujemy:

Vi e I

S wan (€76, 67¢;) = (20)

(ij)EI

= —fl v gy — Z erQN (P(z EJ.,F]”P )

(i.j)eB
Powstaje wiec uktad réwnan:
AU =F. (21)

Niewiadomymi tworzacymi wektor U sa tu wartosci
u; j. Jest ich N(N —1). Elementy macierzy 4 ukladu
sg rowne

(2) (2 5 =
= an (09 ()0, (2), 67 ()85 (2)),

gdzie ay (un,vn) jest zdefiniowane wzorem (18), za-
tem

ERINCRD

an (82 (1)8;(2), €7 (r) s (2)) =
_ (a,, (eﬁz)(7~)ﬁj{5)) 0, (eﬁ?’(f-)pj,(z)))m

2, (az (fg'”(r)ej(z)) 0, (ﬁg?)('r‘)fj'(z)))”v,

Dalej korzystajac ze wzoru (16) definiujacego iloczyn

(u,v)yn Otrzymujemy
(0. (€2016:) 0. (6701t (2))) =
e (ri) i (€Darpr-

N N

IS S

k=0 1=0

Wiadomo rowniez, ze

1 gdyj=J =1
0 wp.p,

(&)l (&) = 6ji - 6 = {
stad
(51» (922)(?')@;(/3)) O (85-?)(")51’(’:))),-:\: -

= 83 me‘

H)UAP
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Analogicznie
(o: (P 1) 2. (670 a) ) =
= b i 6(&) G (&aipr

Otrzymujemy wicc

2

a(ll? (r)e;(2), 69 (r)e;: (2)) =

N
1 23t 2
= fo-” (ri) 07" (ri o
k=0

N

1
+diir o i Z C(&) (&) pn

=0

Widzimy tym samym, ze macierz A ukladu (o wy-
miarach N(N — 1) x N(N — 1)) ma co najwyzej
2N(N —1)? elementéw niezerowych. Widac rowniez,
7e mozna tatwo obliczaé iloczyn AU majac dane:

ZE 7}\ E“ ?‘A)O';\,

Yy = ZF' &) (&ar,
1
A = 1 (8;5 pjwiir + i aithjjr) -

Element wektora AU odpowiadajacy weztowi
(i',7') obliczamy wiec nastepujaco:

1
(AU gy = = o D wagnwiv +ov ) ww jy¥is )
4

€L JET

gdzie T oznacza zbiér indeksow wezlow aproksymacji.

Poniewaz macierz uktadu (21) jest symetryczna i
dodatnio okreélona, zatem mozna go latwo rozwia-
za¢ metoda gradientéw sprzezonych. Nie wymaga ona
reprezentowania macierzy A w pamigci komputera
w sposéb jawny, bowiem do wyznaczenia (v + 1) szej
iteraty U+ wystarcza wynik mnozenia AU®) we-
diug wzoru podanego powyzej.

3.4. Obliczanie pochodnych wielomianéw (

i 2

Aby obliczyé wartosci @i 1 1) wystepujace
w wzorach zaprezentowanych powyzej musimy wcze-
éniej zna¢ wartoéei pochodnych ¢ 1 £ w poszcze-
goluych weztach dyskretyzacji.

W tym celu skorzystamy z rozwinigcia wielomia-
néow £ i 0 w rozwazanych bazach wiclomianéw orto-
gonalnych, aby nastepnie znalezé ich pochodne czast-
kowe.

Niech
N
() = ajsLs(2)
§=0

N
€2(r) = Y @M (2r - 1),

s=0

N
9:4;(2) = Z aja Ly (2); (22)
8,8 (r Z aisM!(2r —1).  (23)

Wzory pozwalajace obliczy¢ wartosci a;s 1 ;s dla

0 < s £ N — 1 uzyskujemy korzystajac ze WZOrOwW
(11) i (13) w sposdb opisany w pracy Bozka (2002)
otrzymujac:

1
ajs = 5(5 + 1)Jjﬂ'fs(?'j)
1
Ui = (5 + 'Q-)QELS(&)'

W przypadku s = N nie mozemy tak jak powyzej
skorzystaé ze wzoréw (11) i (13) poniewaz wyrazenie
podcatkowe staje si¢ wtedy wielomianem stopnia 2N.
Mozna jednak zauwazy¢, iz dla dowolnego s zachodzi
A’IS(C.’V) =11 Ls(rfN) =1, a zatem:

N

N
P rn) = ds, )= s

s=0 s=0

Ostatecznie wigc:

FG 4 DoMi(r),  s<N,
T s=Nj<N,
1-Y N =5y s=i=N,
(s+ l)QL(E:‘.), s <N,
g = Zr 0 (Ylg, s=N,i<N,
I—Zt(] O‘”“N+2’ s=i=N,

Pochodne wielomianéw Legendre’a L!, oraz wielo-
mianéw M, wystepujace we wzorach (22) (23) moz-
na jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

n—1 n—1
L:I Zﬁm AJ‘I"I (m) = ZBJILA[L(:L)
1=0

Wspotezynniki 3,; mozna otrzymac stosujac wzOr Te-
kurencyjny (patrz (Bozek 2002)):

2k +1
.B?tkz{ 0

Analogiczny wzér dla B ma postad

gdy n + k nieparzyste,
gdy n + k parzyste.

3 2 Hl,’.r#“ gdy n + k nieparzyste,
ok = 2(k+1)(n—k)

ntl gdy n + k parzyste.
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4. PRZYKEAD NUMERYCZNY

W oparciu o przedstawione wzory zostal na-
pisany efektywny program w jezyku C i ,sy-
mulator” w  programie MATHEMATICA. Ko-
dy tych programéw mozina pobraé z witryny
http://wms.mat. agh. edu.pl/ bozek.

Przyktad 4.1. Jesh f(r,z2) -2 (r? +227),
b(1,2) = 22, b(r, —1) = b(r, 1) = r*, to rozwigzaniem
réwnania (1) jest funkcja u(r, z) = r?z*. Z wlasnosci
metody spektralnej wynika, ze w sytuacji gdy rozwig-
zaniem rdwnania (1) jest wielomian, to dla dosta-
tecznie duzego N metoda spektralna daje rozwiqzanie
doktadne. Na rysunku ponizej przedstawiamny rozwig-
zanie otrzymane metodq spektralng z N = 20, ktére
jak widaé pokrywa si¢ z rozwigzaniem doktadnym.

Il

3

A
;t”/l’; "51/
71 ll I/

G ]
,_,’;;:11:‘"."""”[’
é’,’;;ﬁiﬁ:ﬂ;lll/

Ve
7 ()
L7l TN
L7 PR I[/,/
AL F AN T
e o

7%

Rys. 1. Rozwigzanie numeryczne réwnania (1) dla przy-
kladu 4.1. (Numerical solution of (1) for ezample 4.1.)

5. PODSUMOWANIE

W niniejszej pracy zostaly wyprowadzone efek-
tywne wzory obliczeniowe spektralnej metody Galer-
kina rozwigzywania réwnania Poissona okreslonego
w walcu umozliwiajace implementacje komputerowa
tej metody.

W spektralnej metodzie Galerkina poszukuje sig
przyblizonego rozwigzania réwnania rézniczkowego
w przestrzeni wiclomianéw. Wzory w tej metodzie
sq bardziej skomplikowane niz w metodzie elementu
skoriczonego oraz macierze powstalych ukladow nie
sa tak rzadkie, jednak metoda ta juz dla malej liczby
wezlow daje bardzo dokladne rozwiazanie. Gdy roz-
wigzaniem réwnania (1) jest wielomian, to dla dosta-
tecznie duzego N metoda spektralna daje po prostu
rozwiazanie dokladne,
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