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INTERPOLACJA KROKOWA

Bocusraw Bozek, PROKOP SRODA

STEP BY STEP INTERPOLATION

Abstract

In this paper step by step interpolation method is presented. Our method consists in that we take the
shape of a curve (or a surface) and stretch it succesively (step by step) through given nodal points.

1. WPROWADZENIE

Problem modelowania krzywych i powierzchni
wystepuje w wielu dziedzinach nauki i techniki (patrz
Kiciak, 2000). Czesto wymaga sie, aby krzywe
i powierzchnie przechodzily przez z géry okreslone
punkty, i wtedy méwimy o zagadnieniu interpola-
cji. W zaleznosci od klasy funkcji uzytych do tego
celu, mdwimy o interpolacji wielomianowej, trygono-
metrycznej, splinami itd. W niniejszej pracy przedsta-
wiamy metode interpolacji polegajaca na:

e wstepnym przyjeciu krzywej lub powierzchni, nie-
koniecznie przechodzace] przez zadane punkty,

e takim jej przeksztalceniu (przy zastosowaniu bar-
dzo prostych wzoréw), aby przez wskazane punkty
przechodzila.

Metode nazwaliémy interpolacja krokows, gdyz po-
lega ona na stopniowym, krok po kroku, tworzeniu
krzywych lub powierzchni miedzy kolejnymi punk-
tami. Pozwala réowniez, tak utworzone krzywe, lub po-
wierzchnie dalej przeksztalcaé¢ i dochodzié¢ stopniowo
do zamierzonego celu. Praca ta jest kontynuacja
dwéch prac Bozka i Srody (2002).

2. INTERPOLACJA KROKOWA
KRZYWYCH

Niech m € {2,3} i niech
Q:RD[0,1] 2t — Q(t) eR™

bedzie zadana gladka krzywa (plaska, albo prze-
strzenna). Przyjmijmy, ze zadane sa wezly t; € [0,1]
(j =0,1,...,n), takie, z2e 0 = tg < t; < ... Stn =1
i wektory v; € R™. Z kazdym wezlem t; wiazemy
funkeje ¢;, ktora jest afiniczna na kazdym przedziale
[tistit1] oraz (pj(tt-} = 6,4, gdzie §; oznacza delte Kro-
neckera:
%{’;—:l' dla te [tj_l,tj],
ﬁ@j(t) = ﬁ dla te€ [tj,tj+1],

dla t¢ [l‘.j_l,tj+1],
przy czym t_1, tn41 sa dodatkowymi wezlami wybra-
nymi tak, ze t_; < 0 oraz t,41 > 1. Przykladowo
mozna przyjaé: t_y = —t1, a thy) = 2t — lao1.
Funkcje ¢; nazywamy funkcjami daszkowymi, albo fal-
kami Haara.
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Krzywa interpolacyjna okreslamy zaleznodcia
Ri(t) = Q(t) + Z w5t (1)

Zamiast wektoréw v; mozna zadaé punkty P; € R™,
. _—

a wektory v; zdefiniowaé jako v; = Q(t;)F;. Podob-
nie mozna zadaé punkty @; lezace na krzywej @), a
wezly ¢; dobraé tak, aby Q; = Q(t;). Punkty Q;
mozna wyhraé¢ arbitralnie, albo przykladowo z wa-
runku Qs P, = mingeion Q)P gdzie | - | jest
ustalona norma w przestrzeni R™.

W interpretacji geometrycznej, przeksztalcenie (1)

.przesuwa punkty Q(t;) do punktéw P;, a luki rozpiete

miedzy punktami Q(rj 1), Q(t;) transformuje na tuki
rozpicte miedzy punktami Pj_y i P; (7 = 1,....,n).
Jesli Qo = Py i Qn = Py, to kotice krzywych Q(¢) i
R(t) pokrywaja si¢. Otrzymana krzywa jest ciagla.
Funkcje daszkowe ¢; (j = 0,1,...,n) mozemy
zastapi¢ dowolnym ukladem funkeji 5 takich, ze

Y;(t:) = bij, (2)

oraz .,
(1) == 1. 3
.y ;wj( ) (3)

Dopuszezalnym wyborem s przykladowo funkcje

2815 dla t € [tj-1,t;),

V;(t) =9 cos? (“ " i

. t—t;
sin? (-’iﬁ——"—L

reme dla f,E{tj,tj.H],
0 ‘ dla ¢t & [tj—1.tj41),

lub spliny stopnia trzeciego

miltg’t—_)])j dla tE[ﬁj-l,tj].

- t)
BJ (t) LS ﬁ;f—?ETj)f dla te€ [tj,f.jJrl],
dla t¢ [tjﬁ],t_?url],
gdzie

P1 (t) = *2t3+3{f’j_ 1 +tj)t2—6tj_1tjt+t§_l (Sﬁj —tj—l)a

pa(t) = 26° —3(tj+tj41)t> + 6858501t +5, ) (b1 —3t;)-

Definiujemy
Qt) + Z’f’ Yoj, (4)
Ry(t) = Q(t) + ) _ 6;(t)v;. (5)
=0

Jesli krzywa Q(t) jest klasy C¥, to krzywa Ry jest
takze klasy CF, natomiast krzywa Rz jest klasy
Cmin{'z.'k}_

Przykiad 1 Krzywa Béziera rozpigta na punktach
wiodgeych Po(0,0), Pi(0,4), Pa(4,4), P3(4,0) ma po-
staé Q(t) = (4t2(3 — 2t)),12¢(1 —t)). Kladgc n = 3,
to =0, t1 = % t2 =% t3 =11 = (- L.
v o= (-%,3) v = (£.5), vs = (-3.3). Rysw-
nek ponizej przedstawia krzywq Q i krzywa Ry.

)
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Rysunek 1: Krzywa Béziera Q(t), wektory vo, v1, v,
vy, oraz krzywa R (t)z przykladu 1.

Kolejny rysunek przedstawia krzywq Q @ krzywq Rs.

4
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Rysunek 2: Krzywa Béziera Q(t) i krzywa Ra(t)
przykladu 1.

=~

Przyklad 2 Rozwazm y okrag jednostkowy Q(t) =
(cos(2mt),sin(27t)) t € [0,1]. Niech n = 4, to = 0,
tl:%:w:%:tf}:% ;—1U0—(r),’li}=
(0,-2), v2 = (3,0), vs = (0.=9), v = (=3.0).
Rysunek ponizej przedstawia okrag @ i krzywa Rg

Rysunek 3: Okrag Q i krzywa Rp(t)z przykladu 2.

Przyklad 3 Krzywa Béziera rozpieta na punktach
wiodacych Po(0,0), P1(12,6), P2(—6,6), P3(6,0) ma
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postaé Q(t) = (6t(6 — 15t + 10t%),18t(1 — t)). Kiadgc
n=3: tO:OIt] :%;tQZ%;tQ):l:UG:(OuO)J
v = (=32, 18) v, = (42, 28), vs = (0,0). Rysunek
ponizej przedstawia krzywq @Q i krzywe Ry i R3.

8

s

A

Rysunek 4: Krzywa Béziera ()(t), wektory vy, vz oraz
krzywe Ry (t) i R3(t) z przykladu 3.

Dla zachowania przejrzystosci rysunku zostala na
nimn porninieta krzywa Ry, tylko nieznacznie réinigcea
sie od krzywej Rg.

Wezedniej przyjmowalismy, ze wezly t; € [0,1] (j =
0,1,...,n) speliaja warunki: 0 =ty <t; < ... <ty
Zadanie, aby t; < tj41 (j = 0,...,n — 1) mozna od-
rzucié, co pozwala osiggnaé ciekawe efekty graficzne.
Jedli dwa kolejne wezly sie pokrywaja, to odpowia-
dajacy im luk redukuje si¢ do odcinka.

Przyklad 4 Bierzemy krzywa DBéziera z poprzed-
niego przykladu. Kladziemy n = 3, to = 0, £ =
2,ts = 1, vo = (0,0),’m (-%,2), v
(2,2), v3 = (0,0). Otrzymane teraz krzywe Ri(t),
Ra(t) 1 Rs(t) oczywiscie diametralnie rdiniq sie od
wezesniejszych, ale tez z uwagi na to, e to; = ta, jeden
2 lukéw zredukowal sie do odcinka.

]
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Rysunek 5: Krzywa Béziera Q(t), wektory vy, vo oraz
krzywe Ri(t) 1 Ra(t) z przykladu 4.

3. INTERPOLACJA KROKOWA PEATOW

Przedstawiong konstrukeje mozna latwo uogdlnié na
platy powierzchniowe prostokatne i trojkatne.

o

3.1. Platy prostokatne

Niech
Q:R?>10,1)% 5 (t,s) — Q(t,s) € R

Jedli zadane sa wezly t; € [0,1] i s; € [0,1] oraz wek-
tory vi; € R3(i=0,1,...,n, J =0,1,...,k), to defi-
niujemy

n k
Rll (ta S) = Q(tv S) i Z thi(t)ﬁoj(s)vij' (6)

i=0 j=0

Podobnie jak poprzednio mozna funkcje ¢, zastapi¢
dowolnym ukladem funkcji spelniajacych warunki (2),
(3), np. funkcjami v;, czy 6; (jeden z czynnikéw, albo
obydwa, tym samym typem funkcji, albo réinymi).
Otrzymane platy przez analogie oznaczymy symbo-
lami Roo 1 R3z. W mocy pozostaje uwaga o regu-
larnoéci platow.

Przyklad 5 Punkty wiodgce

PGO(_]-)]'!O)'I PU](_]‘IO)Z)l -PUQ(_]-!_]-!O)
Po(0,1,2),  Pu(0,0,2),  P2(0,—1,2)
PQO{].,I.,O), P21{1}012); P?Q(la_]-io)'

wyznaczajq prostokatny plat Béziera o réwnaniu

Qt,s) =
2t —1
= 1-—2s

4((1 =)t + (1 — s)s) — 8(1 — t)t(1 — s)s

Rysunek 6: Plat powierzchni Béziera Q(t,s) z

przykladu 5.

Gdy

n=FkF=2,
Voo = Voz = V20 = vz = (0,0,0)7,
V10 = V12 = vo1 = vy = (0,0, —1)7,

v = (0,0,2)7,

wéwezas platy Ry1, Ray przybierajq efektowny ksztalt
zaprezentowany na rysunku ponizej.
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Rysunek 7: Platy powierzchni Ry (t,s) i Ras(t,s) =z
przykladu 5.

3.2. Platy tréjkatne

Niech Ay, As, Az bedg trzema niewspdtliniowymi
punktami lezacymi w plaszezyznie Oxy. Niech

Q : AA:A2A3 = e Q(p) € R3,

gdzie A, 4,4, 0znacza trojkat o wierzcholkach Ay,
Ay, As. Kazdy punkt p € R? nalezacy do tréjkata
A4, 4,4, mozna jednoznacznie okresli¢ podajac jego
wspélrzedne barycentryczne (q,7,t) € [0,1)3, g+r+t =
1 wzgledem jego wierzchotkéw tj. p = p(g,r,t). Niech
n € N\ {0,1}. Na odcinku [0,1] definiujemy wezly
G =1 = t,‘ = ;!1' (7 = O,lf....ﬂ,). Niech Vijk S ]RB
(i + j + k = n) beda zadanymi wektorami. Definiu-
jemy

Rin(g.mt) = Q@r )+ > @i@w;(r)er(t)vik,

it k=n
ij k>0

gdzie (g, r,t) € [0,1)3, g+ 7+t =1.

Jak latwo policzy¢, jest (“w liczb naturalnych
i, j, k takich, ze i + j + k = n. Tak jak poprzednio
mozna funkcje @; zastapi¢ dowolnym ukladem funkeji
speliajacych warunki (2), (3), np. funkcjami v;, czy
6, otrzymujac odpowiednio platy Razs i Raas.

Przyklad 6 Niechn = 2 oraz A, = (—1,0), Ay =
(1,0), Az = (0,V3). Latwo sprawdzié, zep (2,9,93) =
Al; p(%!%ag = AQ! p(%'%!%) = As, P(%‘%‘%) =
00,7355 =(5%4) r3.31 = (-1%)

Rozwazamy plat trdajkatny okreslony wzorem:

? =g
Qlg.rt)=| V3t
4 (gr + 7t + qt)

dlag>0,r>0,t>0, g+r+t=1 Plat ten jest
przedstawiony na rysunku ponizej.

Rysunek 8: Tréjkatny plat @ z przykladu 6.

Kladagc vzon = (—2,—%,1)T, voso = (2,-%1,1)7,
voos = (0, 55, 1)T oraz vo12 = vigo = vie2 = v210 =
Vg21 = Vgp1 = V111 = (O,O,O)T, ptat Rogo przybiera
ksztalt zaprezentowany na rysunku ponizej.

ry

Rysunek 9: Plat Ragz z przykladu 6.

4. PODSUMOWANIE

Zaproponowana w pracy metoda interpolacyjna po-
legajaca na wstepnym zadaniu krzywej badZz po-
wierzchni i takim jej przeksztalceniu (przy zastosowa-
niu prostych wzoréw), aby przechodzila przez zadane
punkty, umozliwia przewidzenie skutkéw tych prze-
ksztalceni, co pozwala na jej intuicyjne stosowanie.

LITERATURA

Bozek B., Sroda P., 2002, Modyfikacja wiclomianowych krzy-
wych Béziera, Informatyka w Technologii Materialow, 2
(1), 34-37.

Bozek B., Sroda P., 2002, Modyfikacja wiclomianowych po-
wierzchni Béziera, Informatyka w Technologii Materia-
iow, 2 (4), 101-105.

Kiciak P., 2000, Podstawy modelowania krzywych i powierzchni -
zastosowania w grafice komputerowej, Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne, Warszawa.

Artykul otrzymano 1 kwietnia 2004 r.

— 68 —




	0210_240716105355_001
	0210_240716105355_002
	0210_240716105356_003
	0210_240716105356_004

