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WIELOETAPOWA OPTYMALIZACJA TOPOLOGICZNA
I PARAMETRYCZNA UKEADOW USZTYWNIONYCH

1. MARCZEWSKA, W. SosNowsKl, A. MARCZEWSKI, T. BEDNAREK

MULTI-STEP TOPOLOGY AND SIZING OPTIMIZATION OF STIFFENED STRUCTURES

Abstract

The work deals with multi-step topology and sizing optimisation of stiffened elastic plates and shells.

Topology optimisation provides the optimal plate and shell topology giving proper localization of stiffe-
ning zones. The problem of optimal choice of the number of stiffeners and its rigidity depends on specific
design. The second stage gives directions of stiffeners. Mean moments are used to determine the optimal
orientation of the stiffeners. The third step based on strict sensitivity analysis and/or topology optimisation
is included into the multi-step design procedure. At this point more detailed sizing of stiffeners cross-section
is considered. The three-layer Kirchhoff-Lowe plate model is used with topology optimisation procedure to

determine optimal stiffening zones.
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1. WSTEP

Oparta na $cistych metodach analizy wrazliwosci,
wielokryterialna optymalizacja parametryczna i topo-
logiczna jest nowoczesna, interdyscyplinarng dziedzi-
na badan naukowych shuizaca bezposrednio zastoso-
waniom praktycznym. Analiza wrazliwosci rozwijana
jest od okolo 25 lat, historig rozwoju tej grupy metod
numerycznych zawiera podrgeznik (Kleiber i in.,
1997). Optymalizacja topologiczna liczy sobic zaled-
wie kilkanascie lat, pierwsze prace ukazaty sig¢ w la-
tach osiemdziesiatych, przeglad literatury mozna zna-
lez¢ w monografii (Bendsoe, 1995). Bardzo duzo prac
prezentowanych na $§wiatowym kongresie po§wigco-

nym optymalizacji (5-th World Congres on Structural
and Multidisciplinary Optimization, Lido di Jeso-
lo,Wenecja, 2003) dotyczyla tej wiasnie tematyki
(Marczewska i in., 2003), (Sigmund i Jensen, 2003).
Efektywnos$¢ omawianych metod numerycznych wy-
nika z bardzo uniwersalnego charakteru metody ele-
mentéw skonczonych stanowigcej podstawg omawia-
nych algorytméw (Zienkiewicz i Taylor, 2000).
Plyty i powloki usztywnione sa czgsto stosowane
jako samodzielne uklady lub elementy skladowe wie-
lu nowoczesnych konstrukcji. Wykorzystuje sig je w
budownictwie ladowym i wodnym. Sa stosowane w
przemysle samochodowym, przede wszystkim jako
elementy sktadowe podlog i nadwozia. W przemysle
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okrgtowym stanowig podstawowe czesci skladowe
kadlubow statkow. W przemysle lotniczym sa wyko-
rzystywane jako elementy skrzydetl i kadlubow. We
wszystkich wyzej wymienionych gal¢ziach przemy-
stu koszty wytworzenia prototypow oraz produktu
kofncowego sa bardzo wysokie. W zwigzku z tym po-
zadane sa wszelkie oszczednosci w projektowaniu i
wykonaniu produktu finalnego.

Najczgsciej, w projektowaniu optymalnych kon-
strukcji zginanych, poszukiwane sa takie wymiary
uktadu, przy ktorych energia odksztalcenia, globalna
podatnos¢ czy maksymalne ugigcie sa najmniejsze, zas
globalna sztywnos¢ najwigksza. Majac dowolng pty-
t¢ czy powloke trudno jest od razu okreslic, jaki po-
winien by¢ rozklad grubosci zapewniajacy jej maksy-
malng sztywnos¢. W takim przypadku mozna
wykorzysta¢ optymalizacje topologiczna, ktora po-
zwoli okre§li¢ optymalne rozmieszczenie materialu w
zadanym obszarze projektowym czyli okreslic¢ strefy
wymagajace wzmocnienia,

W strefach tych mozna wprowadzi¢ usztywnienia.
Zastosowanie usztywnien zwigksza dodatkowo sztyw-
nos¢ plyty. W projektowaniu zeber wyrdznia sie dwa
podstawowe schematy. Mozna stosowaé malg ilo$é
»mocnych” lub duzg ilos¢ ,,stabych” usztywnien. Do-
bierajac usztywnienia projektant kieruje si¢ glownie
normami dotyczacymi no$nosci i wyboczenia oraz
wzgledami ekonomicznymi i uzytkowymi.

Majac dobrang ilo$¢ i rozmieszczenie usztywnien
mozna przystapic¢ do ostatniej fazy projektowania, ktéra
polega na okresleniu optymalnej geometrii zeber. Zna-
jac ogdlny ksztalt 1 rozmieszczenie wzmocnien mozna
okreslic¢ takie parametry projektowe, ktorych nawet nie-
wielkie zaburzenia znaczaco wplywaja na odpowiedz
ukladu. Moga to by¢ wybrane parametry przekrojow, na
przykfad wysokos¢ usztywnien. Parametry te sg w dal-
szym procesie projektowania zmiennymi decyzyjnymi
zadania optymalizacji parametrycznej.

2. PROSTY IZOTROPOWY MATERIAL
Z PRAWEM POTEGOWYM

Uzyty w pracy Prosty Izotropowy Materiat z Pra-
wem Potggowym (ang. Simple Isotropic Material with
Penalization SIMP (Bendsoe, 1995)) jest materiatem
sztucznym o zmiennej gestosci p. W dalszych rozwa-
zaniach nazywany bedzie takze materialem zastep-
czym lub materiatlem rozrzedzonym. Zmienna ggstosé
sztucznego materiatu w obszarze projektowym — moze
przyjmowac wartosci z przedzialu 0 < p < p,, gdzie
Po jest gestoscig rzeczywistego materiatu litego.

Obszar projektowy €2 jest podzielony na elementy
skonczone. Ggsto§¢ materiatu zastgpczego, w elemen-
cie obszaru projektowego €2 jest zapisana wzorem

pe=Ecpa (1)

p. jest zmienng decyzyjna i opisuje miare gestosci

materiatu sztucznego. Zmienna miara ggsto$ci moze
przyjmowac wartosci z przedziatu

0=¢ =10 (2)

Gdy &, przyjmuje warto$¢ 1,0 wowczas gestosé
materiatu zastgpczego jest rowna ggsto$ci materiatu
litego p, = p,. Obszary, w ktorych £, = 0 uwazane sa
za puste.

W procesie optymalizacji topologicznej poszuki-
wana jest taka ggsto$¢ sztucznego materialu, ktéra
zapewni uktadowi minimalng podatnosé a co za tym
idzie maksymalng sztywno$¢. Zmienna, sztuczna ge-
stos¢ bedzie wzrasta¢ w obszarach bardziej wytezo-
nych (p = p,). W obszarach mniej wytezonych war-
tosci sztucznej gestosc beda dazy¢ do zera (p - 0).

3. WARSTWOWY MODEL PLYT
I POWLOK

W zadaniu optymalizacji topologicznej plyt i po-
wlok wielowarstwowych zast¢pczy model plyty
(Afonsoiin., 2000), (Marczewska i Sosnowski, 2001),
(Marczewska, 2003) (patrz rysunek 1) moze byé zbu-
dowany z naprzemiennie ulozonych warstw wypel-
nionych materiatem litym i warstw wypehionych
materialem zastgpczym. Optymalizacja topologiczna
polega na odpowiednim rozmieszczeniu materiatu w
warstwach wypetnionych materialem zastgp-
czym.Warstwy te stanowig obszar projektowy €2 za-
dania optymalizacji topologiczne;.

Zalezno$¢ pomigdzy sztywnoscia materiatu zastegp-
czego i miarg gestosci materiatu dla plyty jednowar-
stwowej przyjmuje postac

¢ (z3—27) 0 i
3.3
& 0 o4 (z3—23) D (3)
e
3

za$ dla ptyt trojwarstwowych z litym rdzeniem i
zewnetrznymi warstwami wypetnionymi materialem
rozrzedzonym macierz sztywnoséci materialowych jest
dana wzorem

3 3

Cll(z ~2) + (24 = 23)]+ (23— 23) 0
b

Dl-: 0 C:{(:g_zt})+(zj;zi)}+(-’§ :;)

(4)

De opisuje wlasno$ci materiatowe dla materiahu li-

tego i dla przypadku plaskiego stanu naprezenia przyj-
muje postaé
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2l b= — -
Z materiatem

zastepczym

Rysunek 1. Jednowarstwowy i tréjwarstwowy model plyty.
Figure 1. One and three layers model of the plate.

E ivjest odpowiednio modutem Younga i wspotczyn-
nikiem Poissona. Warto$¢ wykladnika p, we wzorach
(3)i(4), jest przyjmowana z przedziahu 1 <p <9. Aby
okresli¢ optymalng wielkos¢ wykladnika przeprowa-
dza si¢c dodatkowe analizy (Hassani i Hinton, 1999).
Im wyzsze warto$ci p tym rozwigzania zawieraja mnicj
regiondw z materiatem sztucznym o zmiennej gesto-

sci (p # p,).

4. SFORMULOWANIE ZADANIA
OPTYMALIZACJI TOPOLOGICZNEJ

Zadanie optymalizacji topologicznej polegajace na
zaprojektowaniu miary gestosci materiatu ., zapew-
niajacej ukfadowi minimalna podatnos¢ ¢ (maksymal-
na sztywnos¢) jest formutowane w nastgpujacy spo-
sob: znajdz

N
min c¢=X4.| [BIDB.ddla,  (6)
e e=l1 Ao
przy ograniczeniach

Kq=F (7)

N

A’
2 (_,vc,vfglve =0 (8)

e=l|

Cl;lin < Qe <1,0 (9)

q. jest wektorem przemieszczen weztowych e-tego
elementu, A, jest polem podstawy elementu plyty, B,
jest macierza pochodnych funkeji ksztattu. Rownanie
(7) jest rownaniem rownowagi uktadu. q jest global-

Warstwa gorna
z materiatem
zastepczym

Warstwa dolna
z materiatem
zastepczym

nym wektorem przemieszczen weztow konstrukeji, K
i F sa odpowiednio globalna macierza sztywnosci i
wektorem sit zewnetrznych. v, jest objgtoscia elementu
dyskretyzacji. Wyrazenie (8) jest rtownaniem stalej ilo-
$ci materiatu w elementach obszaru Q. Pierwszy czion
w/w wyrazenia oznacza objgto$¢ materialu zastgpcze-
go, za$ drugi jest objgtoscia obszaru projektowego
pomnozong przez staty /. Stala ta okresla stopien po-
czatkowego rozrzedzenia materiatu litego w obszarze
projektowym Q. Jesli objgtoé¢ materiatu litego jest o
potowe mniejsza od objgtosci obszaru projektowego
to wowczas f = 0,5. Wyrazenie (9) okresla zakres
zmienno$ci miary gesto$ci materiatu zastgpezego. Gdy
¢, przyjmuje warto$¢ 1,0 wowcezas element jest catko-
wicie wypeltniony materiatem litym. Obszary, w kto-
rych §, = {,m" uwazane sq za puste.

5. KRYTERIA OPTYMALNOSCI

Rozwiazanie zadania minimalizacji globalnej po-
datnosci przy ograniczeniach danych wzorami (7)—(9)
moze by¢ uzyskane droga wyznaczania punktu sta-
cjonarnego funkcji Lagrange’a okreslanego z warun-
kow optymalnoéci Kuhna-Tuckera. Funkcja Lagran-
ge'a dla zadania (6)—(9) przyjmuje postac

e=l

N N N
L= Eqikeqe +TT(Kq-F) +>{E§eve - vae}-
e=| e=1

N

_ N
VeI - L)+ Y B -10)  (10)
e=|

e=l

.




k,= JBZDL.BL,ffA jest macierzg sztywnosci elemen-
A

tu wypetnionego sztucznym materialem rozrzedzo-
nym, I' i 4 sa mnoznikami Lagrange’a stojacymi przy
ograniczeniach typu rownosciowego, za$ £ 1 £¢sa
mnoznikami Lagrange’a stojacymi przy ogranicze-
niach typu nierbwno$ciowego. Warunki optymalno-
$ci Kuhna-Tuckera wyrazaja zaleznosci

i[‘._:()’ ..a_‘L.z(:)S _aizo,

dJg, ar oA

& ., BE

£ <o, B0, ZEdyg, 1)
oeg <0 & 20 St (
I co, e8>0, gz,

0&3 leo

W prezentowanej pracy problem optymalizacji to-
pologicznej byl rozwiazywany przy uzyciu metod kry-
teriow optymalnosci. W metodach tych na kazdym
kroku iteracyjnym okreslany jest zbior ograniczen
aktywnych. Jesli znamy strefy gdzie ograniczenia nie-
rownosciowe sg nieaktywne to mozemy w nich po-
stugiwac sig rownosciowymi warunkami stacjonarno-
sci funkcji Lagrange’a. Dla stref gdzie ograniczenia
sq aktywne trzeba wykorzysta¢ nieréwno$ciowe wa-
runki Kuhna-Tuckera,

Dla posrednich wartosci zmiennych decyzyjnych,
gmm< &, < 1,0, ograniczenia nierdwnosciowe (9) sta-
Jasi¢ nicaktywne. Uwzgledniajac zaleznosci (11) kry-
terium optymalnosci dla posrednich warto$ci miar
gestosci materialu mozna zapisa¢ w postaci

9(qlk.q,)

% g (12)
?\'1}(.'

Wprowadzajac oznaczenie

_ _a(q;rkcqe)

_ d¢g, 13
0, = o (13)

e

wyrazenie (12) mozemy zapisac¢ zaleznoscig Q, = 1,0.
Interpretacja fizyczna wyrazenia (12) jest nastgpuja-
ca: gestos¢ pochodnej podatnosei z miarg 1/4 jest réw-
na jeden w kazdym elemencie obszaru dla posrednich
miar gesto$ci materiatu C,.
Gdy spetniony jest warunek (12) dla po$rednich miar
gestosci £, < §, < 1,0 rozwigzanie uwazane jest za
optymalne.

Gdy dolne ograniczenie staje si¢ aktywne, £, - £,=0
15,4 = 0, kryterium optymalnosci przyjmuje postaé

—33-

d
Qe=l-f—“él (14)

Ve

Dla gornego ograniczenia aktywnego, {. - 1 = 0,
&= 0, kryterium optymalnosci przyjmuje postac¢
p przy.

g
E-'_t’zl

Ve

=l (15)

Wykorzystujac powyzsze zwiazki Bendsoe (Bend-
soe, 1995) proponuje nastepujacy schemat uaktualnia-
nia zmiennych decyzyjnych zadania optymalizacji
topologicznej

max(g'(,"i",{g., -m)) gdy
o= gely
min(l,(c, +m))  gdy

5o < max(g™, (g, —m))
mn

min(l,(, +m)) <gtQ!

(16)
7 jest parametrem tlumienia, m dlugo$cia kroku. Mnoz-
niki Lagrange’a I' 1 4 sa wyznaczane z warunkow
JL JL

St 22
ar ok

6. DOBOR KIERUNKOW USZTYWNIEN

W pracy wprowadzane jest zaloZenie, Ze kierunki
usztywnien pokrywajq si¢ z kierunkami naprgzen
gtownych. Kierunki naprezen glownych okreslane sa
dla uktadéw o zmiennej grubosci, ktorych ogdlny
ksztalt okresla si¢ na drodze optymalizacji topologicz-
nej. Kierunki gtéwne w danym przekroju ukladu za-
leza od sktadowych naprgzen danych w uktadzie kar-
tezjanskim i sa wyrazone poprzez zaleznosci

Opg =

01'2 2
= | +(0,)" (17D

a,, 0, 84 naprezeniami w kierunku osi x i y, za$ o,, jest
naprezeniem scinajacym. W uktadzie kierunkow gtow-
nych panuja tylko naprezenia normalne. Kat nachyle-
nia kierunkow glownych dany jest wzorem

o= 1 - _20.\'_1'

2(”0 8 O~y (18)

W projektowaniu zeber wyrdznia si¢ dwa podsta-

wowe schematy usztywnien. Mozna stosowa¢ mala

ilos¢ wysokich lub duzg ilos¢ niskich usztywnien.

Dobierajac usztywnienia projektant kieruje sie gtow-
nie normami dotyczacymi nos$nosci i wyboczenia.

gdy  min(l,(¢, +m)) < ngl'J <max(c," (G, —m))
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7. OPTYMALIZACJA WYSOKOSCI
USZTYWNIEN

Znajac rozmieszczenie stref wymagajacych
wzmocnienia okreslonych na drodze optymalizacji
topologicznej, oraz przyjmujac schemat usztywnien
w tych strefach na podstawie kierunkéw naprezen
glownych mozemy przystapic do optymalizacji para-
metrycznej wysokosci usztywnien.

Optymalizacja parametryczna wysokosci usztyw-
nien polega na okresleniu wysokosci segmentow ze-
ber wzmacniajacych plyte, tak aby zaprojektowany
uktad charakteryzowal sig najwigksza sztywnoscia, a
zatem minimalng wartoécia globalnej podatnosei c.
Zebra zostana podzielone na segmenty. Zmiennymi
decyzyjnymi zadania beda wysoko$ci w/w segmen-
tow zeber. Geometrie przykladowego segmentu zeber
wzmacniajacych plyt¢ swobodnie podparta przedsta-
wiono na rysunku 2. Zadanie parametrycznej opty-
malizacji wysoko$ci zeber bgdzie rozwiazywane przy
uzyciu metod programowania nieliniowego z ograni-
czeniami, bazujacych na analizie wrazliwosci przepro-
wadzanej metodami bezposredniego rozniczkowania.
Zadanie optymalizacji parametryczne; wysokosci ze-
ber poprzez minimalizacjg globalnej podatnoéci ukla-
du, przy spemieniu warunku statej ilo§ci materiatu

Szczegot A

Szczegot A

(3]
A o
g
g Bk
S N I -
-Nﬁ: L
e . |'}
C |
) //E e
= ] il
CD/ | _
U) | . E”_Cm

AL

r'ﬂ NN

Rysunek 2. Geometria segmentu Zebra.
Figure 2. Geometry of the stiffeners segment.

zeber, mozna zapisaé nastgpujaco: znajdz

m N
min Y’ ¥ dckcde (19)
s s=le=l
przy ograniczeniach
Kq=F (20)
m N 1 2 m N 1 .
S 3| b —alh, |- 2 2| bisachs |=0 2D
s=l e=1 2 . s=le=l 2 -
I?j.“i“ Lh AR (22)

A i hime sq dolnym i gornym ograniczeniem wyso-
koéci segmentu usztywnienia. b.* jest macierz iden-
e d

. : . 1, 54
tyfikacji elementow segmentu Zebra. Eauhs oznacza

objetos¢ elementu. A" jest poczatkowa wysoko$cia
segmentu.

Macierz sztywnosci pogrubionego elementu ply-
ty, stanowiacego element usztywnienia przyjmuje po-
sta¢

k.= [BID B.dQ =
Q

. hy +2b,h 0
[B: (h, +265h,)° P'Bedd (23)
A 0 12

Po podstawieniu wyrazenia (23) do wzoru (19)
pochodna podatnosci wzgledem wysokosci usztyw-
nienia przyjmuje postac

N
Y q! [BIDB.dAq,
dc _ el A _
ahs ahs
N o 2b; 0
Yal[B: (hy +2b5h,)% [D"Beddq, (24)
e=l A =
2

Okreslona wrazliwo$é podatnosci na zmiang wy-
sokosci usztywnienia jest zaimplementowana w algo-
rytmie uzywanym do rozwiazywania zadania progra-
mowania nieliniowego z ograniczeniami opisanego w
pracach (Schittkowski, 1986) i (Sosnowski i in., 2002).

8. PRZYKEADY NUMERYCZNE

8.1. Optymalizacja topologiczna plyty
jednowarstwowej obcigzonej pigcioma
sitami

Rozwazana jest sztywno zamocowana plyta jed-
nowarstwowa obciazona pigcioma sifami tak jak na

34 =




Y
Sztmne z’mcu:owanieI

m=0,02, f= 0,25, &= 0,0001.

© B = Optymalny ksztalt konstrukeji
c = — .
g Pe P = oraz przebieg calego procesu opty-
g =, 4p it malizacji w kolejnych krokach ite-
1.00E-01 - 0 iteracja Bl s .?_*C? e :\’X racyjnych przedstawia rysunek 3.
6 00E 02 1!\ g p 1open g Rozwiazanie optymalne uzyskano
_ ‘ 3 X 1 X = w 120-stej iteracji. Podatnosé¢ kon-
| “ . I .s .
2 Eafide2 } N I © strukcji optymalnej spadta o okoto
o 7,00E02 - - = N 0 éci po-
2 ] A ¥ a=1.0 [mj/,l,; a=1.0 Iﬂf'f’"l 90% \’v'stosunk}l do wartos$ci po
£ 600E-02 - : datnosci dla projektu poczatkowe-
B ‘ e
g S.00E-02 1 , i 60 'terf',qa 120 iteracja £0- . . .
400802 | 20 iteracya : ' 5 ] P Materiat gromadzi sie w okoli-
© i . . . lozenia sit 1 -
2 soee | | . oo ‘/_.: . ;-\ : cgch przy ;zen a ?Hd 1 zamocowa
5] | - B @ e= nia plyty. Ze wzgledow technicz-
S0 N YN, ' " nych elementy, gdzie miara
| & I . g .
1,00E-02 - o gestosel materialu przyjmuje sto-
0,00E+00 - — — — — sunkowo mate wartosci, nie moga
0 20 40 60 80 100 120 140

Numer itearc;ji

Rysunek 3. Optymalizacja topologiczna plyty sztywno zamocowanej i obcigqzonej piecioma

sitami.

Figure 3. Topology optimization of the clamped plate loaded by five point forces.

N 98
50N ¢

by¢ brane pod uwage jako elemen-
ty nosne. Z praktycznego punktu
widzenia spojnosc¢ plyty nie zosta-
fa zachowana.

Uzyskano zupelnie nowe jako-
sciowo rozwigzanie. Otrzymany
uktad przenosi zadane obciazenie
i jest maksymalnie sztywny, przy

N

zatozonej ilosci materiahu.

8.2. Optymalizacja

malizacji topologicznej przyjeto: p

ey SEERE SON e topologiczna plyty
9 1 \\j jednowarstwowej
& | ERERRR R . : s .
s‘; 09 R ‘ \\i\ SR zginanej i Scinanej
g ‘ 2 N
S 08 G 123456 123456 \
2 ik & > a=tom |, Rozwazana jest sztywno zamo-
& 07 7 71 cowana plyta jednowarstwowa ob-
©° piyta)
> 06 30 iteracja 40 iteracja 53 iteracja cigzona dwiema sitami zginajacy-
§ 05 ‘ ; & mi i jedna sila $cinajaca tak jak na
S - ’ rysunku 4. Przyjeto plyte kwadra-
g~ * towa o grubosci 0,005 [m], =210
2 0'34‘ MPa], v = 0,3. W zadaniu opty-
N | pty

0

Numer iteracji

Rysunek 4. Optymalizacja topologiczna plvty zginanej i scinanej.
Figure 4. Topology optimization of the clamped plate loaded by bending

rysunku 3. Ze wzgledu na symetri¢ rozwazano 1/4
cz¢s¢ uktadu zamodelowang 1250-cioma trojkatnymi
elementami Kirchhoffa. Tej samej dyskretyzacji uzy-
to dla wszystkich plyt i powlok prezentowanych w
pracy. Do rozwiazania zadania statyki przyjeto naste-
pujace dane: wartos¢ sity P = 40,0 [kN], grubo$¢ pty-
ty 4 = 0,02 [m], £ = 210 [MPa], v = 0,3.Wzadaniu
optymalizacji topologicznej przyjeto: p = 3,7 = 0,5,

_35

10 20 30 40 5

0 i =3,7=0,8,m=0,02, f=0,6, &
= 1,0-10%

Optymalny ksztait konstrukcji
oraz przebieg catego procesu opty-
malizacji w kolejnych krokach ite-
racyjnych przedstawia rysunek 4.
Rozwigzanie optymalne uzyskano w 53-ciej iteracji.
Podatnos¢ konstrukeji optymalnej spadta o okoto 70%
w stosunku do wartosci podatnosci dla projektu po-
czatkowego.

W wyniku optymalizacji topologicznej uzyskali-
smy nowy ksztalt ptyty z otworami w $rodku. Mate-
riat gromadzi si¢ w okolicach przylozenia sit i zamo-
cowania plyty.

and shear.

INFORMATYKA W TECHNOLOGII MATERIALOW

e

e




INFORMATYKA W TECHNOLOGII MATERIALOW

8.3. Optymalizacja topologiczna zginanej
plyty tréjwarstwowej

Rozwazana jest zginana plyta trojwarstwowa ob-
cigzona dwiema sitami P = 810" [kN] wedhg ry-
sunku 5. Grubos¢ rdzenia h, = 0,002 [m], grubosci
skrajnych warstw /2, = 0,0015 [m]. £ = 0,8 [kN/m?], v
=(,3. W zadaniu optymalizacji topologicznej przyje-
to: p=3,7=0:5, m= 0,02, /=04, &= 1,0- 10",

Optymalny ksztalt konstrukeji oraz przebieg cale-
go procesu optymalizacji w kolejnych krokach itera-
cyjnych przedstawia rysunek 5. Rozwigzanie optymal-
ne uzyskano w 80-tej iteracji. Podatnos¢ konstrukeji
optymalnej spadia o okoto 70% w stosunku do warto-
éci podatnosei dla projektu poczatkowego.

W przedstawionym przypadku spojnos¢ ukladu jest
zapewniona poprzez warstwg Srodkowq (rdzen) plyty
zbudowana z materiatu litego. Material gromadzi sig
w okolicach przylozenia sit i zamocowania ptyty.

a=1.0[m] ‘ 8.4. Optymalizacja
! topologiczna
-P Ry SR trojwarstwowej
3 powloki walcowej
- —
1iteracja E
3,50E-12 . F
: Q W rozwazanym przyktadzie
! HREER o trojwarstwowa powloka obcia-
= 3,00E-12 1 i zona sita skupiong jest podpar-
< | Sztywne zamocowanie taw n.cuolzach A,. B,CiD. Geo'
g 2P0 { 20 iteracja metria i wymiary powloki
2 { A przedstawione sa na rysunku 6.
'(Iéj 2,00E-12 - 40 iteracja Soitaradia . _ Grubosci rdzenia oraz grubosci
= : b 1 ﬁmtearqa‘ skrajnych warstw sg rowne /1
= 1.50E-12 | =0,002 [m] i/, = 0,0015 [m],
5 | m E = 2,1-10° [N/m?], v = 0,3.
o : -
1.00E-12 - Dane dg zada}ma optymalllzaCJl
| topologicznej sa nastgpujace: p
i =3,0,7=0,8,m=0,04, £ =
5,00E-13 +———— — SN : : 0,001 =05
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 001, 7= 0,5. . . .
L Przy stosowaniu techniczne]
Numer iteracji v .
teorii cienkich powlok mato
Rysunek 5. Optymalizacja topologiczna zginanej plyty wspornikowej. w.ymos’r’ych fHi0Z1A, posverCl-
Figure 5. Topology optimization of the plate loaded by bending. nig, ktéra tworzy powloke,
aproksymowac¢ elementami
plaskimi. Bledy odstgpstwa od
114 1 iteracia ¢ |.P=1000 [kN] rzeczywistego ksztaltu powlo-
‘ ki mozna niwelowac gesta dys-
! | s  kretyzacja. Modele numerycz-
o 09 - . | ne budowane na podstawie
£ 5 \ 20(m . "
@ o | R=0.86 [m]. powyzszych zalozen w ramach
£ ‘ o metody elementow skonczo-
£ 07+ 2 liemer L nych znalazly szerokie zastoso-
o . ; % .
S ‘ ' 20 '18”“71a 32 neraqa wanie w wielu laboratoryjnych
g i komercyjnych kodach nume-
g 1051 rycznych takich jak MARC czy
S |
Z 04 | i ‘ ABAQUS.
1 Optymalny ksztalt konstruk-
0.3 | ¢ji oraz przebieg calego proce-
02 . ‘ _ su optylrllalizaq:i w kolejnych
0 5 10 15 20 25 30 35 krokach iteracyjnych przedsta-

numer iteracji

Ryvsunek 6. Optvmalne rozmieszczenie materialu w powloce rojwarstwowey.

Figure 6. Optimal material distribution in three layers shell.

wia rysunek 6. Optymalne roz-
wiazanie uzyskano w 32-gim
kroku iteracyjnym. Zaobserwo-
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Rysunek 7. Dobér kierunkéw usztywnien.
Figure 7. Selection of the stiffeners directions.
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Rvsunek 8. Sciezka minimalizacji globalnej podatnosci plyty; wyniki dla 1/4 czesci phoy.
Figure 8. Compliance minimization path of the quarter of the plate.

s s

wano 75-cio procentowy spadek
wartosci globalnej podatnosci.
Materiat koncentruje si¢ w naro-
zach powtoki i na jej kalenicy.
Spojnoé¢ uktadu jest zapewniona
poprzez rdzen wypetiony mate-
riatem litym. W wyniku optyma-
lizacji topologicznej uzyskujemy
powloke o zmiennej grubosci.

8.5. Dobor kierunkow
usztywnien

Rozwazana jest swobodnie
podparta plyta trojwarstwowa
obcigzona réGwnomiernie obcigze-
niem g = 2000 [kN/m?] (rysunek
7). Wymiary plyty wynosza 2,0 x
2,0 [m]. Grubos¢ rdzenia jest row-
na i, = 0,01 [m], zas gruboéci
skrajnych warstw wynosza h, =
0,005 [m]. £=210[MPa], v=0,3.
W zadaniu optymalizacji topolo-
gicznej przyjeto: p=3,7=0,8, m
=0,02, f=0,6, &m"=1,0-10%.

W wyniku optymalizacji uzy-
skano optymalne rozmieszczenie
materiatu jak na rysunku 7a. Ma-
terial koncentruje sie w narozach
i na $rodku plyty.

Dla plyty o zmiennej grubosci
okreslono kierunki naprezen glow-
nych. Kierunki naprezn dla 1/4 czg-
sci uktadu przedstawiono na ry-
sunku 7b.

Zaproponowany schemat
usztywnien dla plyty swobodnie
podpartej 1 rownomiernie obcia-
zonej przedstawia rysunck 7c.

8.6. Optymalizacja
parametryczna
usztywnien

Rozwazana jest plyta kwadra-
towa, swobodnie podparta i row-
nomiernie obcigzona. Ze wzgledu
na symetri¢ rozwazana jest 1/4
czes¢ uktadu.W wyniku optyma-
lizacji topologicznej uzyskano
optymalny, globalny ksztalt ply-
ty, pokazany na rysunku 8.a (patrz
takze rysunck 7a). Na podstawie
kierunkdéw gtownych przyjeto
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schemat usztywniefn pokazany na rysunku 8b (patrz
takze rysunek 7¢c) Wymiary ptyty wynosza a = 2,0 [m],
grubo$¢ rdzenia b, = 0,02 [m]. W srodku plyty usztyw-
nienie podzielono na cztery segmenty 1, 2, 3 1 4 we-
dtug rysunku 8b. W narozu usztywnienie podzielono
na dwa segmenty 5 i 6. Kazdy segment zebra ma staly
wysokos$¢ h,. Segmenty 1, 2, 3 i 4 maja bazowa wyso-
kos¢ it rowng 0,038 [m], za§ segmenty 5 1 6 rowng
0,018 [m] (patrz rysunek 8b). Obszar projektowy za-
dania jest podzielony na 1250 jednakowych, trojkat-
nych elementow skonczonych o dtugosci bokow przy-
prostokatnych a, = 0,04 [m]. Elementy usztywnienia
stanowia pogrubione elementy plytowe identyfikowa-
ne poprzez macierz b, Szerokos$¢ i grubosc usztyw-
nien jest ustalona. Na podstawie testow przyjgto, ze
maksymalna wysokos¢ zeber nie powinna przekracza¢
wartosci 1, = 0,045 [m] tj. okolo pigciokrotnej gru-
bosci rdzenia. Na rysunku 8c przedstawiono $ciezkg
optymalizacji wysoko$ci segmentow zeber.

W projekcie optymalnym wysokos¢ segmentow
usztywnien maleje wraz z ich odlegloscia od osi sy-
metrii ptyty. Optymalne wysokosci segmentow
usztywnien wynosza odpowiednio: dla segmentu 1 /i,
= 0,0383 [m], dla segmentu 2 i, = 0,0357 [m], dla
segmentu 3 i 4 i, = 0,031 [m]. Optymalna wysokosc¢
segmentow usztywnienia w narozu (5 i 6) jest stala i
wynosi i,= 0,026 [m]. Wysokosci segmentow zapew-
niajace ukladowi maksymalna sztywnos¢ przedstawio-
no na rysunku 8c.

8.7. Optymalizacja dlugoéci progu ciggowego

Prezentowany przyklad dotyczy optymalizacji,
przy uzyciu analizy wrazliwosci Metoda Bezposred-
niego Rozniczkowania, dlugosci zastepczych progow
ciagowych. Blache dyskretyzowano elementami DKT
(Discrete Kirchhoff Triangle). Wymiary geometrycz-
ne 1/4 ukladu, wraz z liniami zast¢pczych progow cia-
gowch pokazano na rysunku 9. Kazda z linii progu
byta dyskretyzowana za pomoca 10 elementow bel-
kowych. Prawo konstytutywne opisujace zachowanie
materiatu blachy dane jest w postaci

S =576,79(0,01658 + §)>***  [N/mm?]

Poczatkowa grubo$¢ blachy wynosita 0,81 [mm],
a sita docisku dociskacza dla 1/4 uktadu 4,9 [kN]. Przy-
jeto wspotczynnik tarcia opisanego prawem Coulom-
ba rowny 0,162. Glgbokos¢ ttoczenia wynosila 35
[mm].

Jako funkcje celu w zadaniu optymalizacji przyje-
to roznice predkosci dwoch wybranych wezlow bla-
chy o numerach 745 1 750.

@ = {75y — 4(750)

Zmienng projektowg A byla dlugos$¢ linii zastgp-
czego progu ciagowego. Ze wzgledu na symetrig przy-
jeto, ze dtugoé¢ obydwu linii progu ciggowego zmie-
nia sie w jednakowy sposob. Przyjgto ograniczenia na
zmienng projektowa 5 < /i < 25 [mm]. Wrazliwosci
funkcji celu liczone byly jako

dP _ dfi’&\§45) B d()(‘;ISO)
dh dh dh

Wyniki analizy wrazliwosci wykorzystane byty
bezposrednio w optymalizacji dlugoéci progu ciggo-
wego.

Na rysunku 10 przedstawiono rozklad pola wraz-
liwosci predkosci w weztach dyskretyzowanej blachy
na zburzenia dlugosci progu ciggowego /1 odpowied-
nio w kierunku x i y (gora rysunku), oraz wartosci
wrazliwosci dg, /dh w kolejnych weztach blachy
wzdluz przekroju A — A i wartosci wrazliwosci
dq,/dh w kolejnych wezlach blachy wzdiuz prze-
kroju B — B (dét rysunku). Na rysunku tym zaznaczo-

X 85 :
3 2
matryca
i h 10|
—— FASTEPCEY o
T proég ciggowy
| R =12 e
i E
0 zastepczy| | |
pPrég | m|
fe ciagowy
| | X
1 1
2
85 d
35 50 )
stempel |7 A3 4
R = 8 dociskacz
=4 X
SR =5
matryca
48
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Rysunek 9. Geometria 1/4 ukladu z zaznaczeniem linii zasigpezych
progow ciqgowych, wymiary podano w [mni].

Figure 9. Geometry of the 1/4 of the square cup deep drawing
(equivalent drawbeads marked by lines), dimensions are given in

[mm].
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Rysunck 10. Géra: Pola wrazliwosci dq,/dh i dg, | dh wwezlach dyskretyzowanej blachy. Déi: Wykres wrazliwosci dg./dh wkolejnych
wezlach blachy polozonyeh wzdluz przekroju A-A i dq, /dh wzdluz przekroju B-B.

Figure 10. Upper part of the figure: Sensitivity fields dq../dh and dq, /dh in all blank nodes. Lower part of the figure: Sensitivity values
dq.!dh and dq, /dh in nodes of the blank along A-A and B-B cross section respectively.

no rowniez schematycznie potozenie wezlow

745 1750, oraz linii progow ciggowych. . ng‘

Wartosci funkeji celu w kolejnych krokach o g4
optymalizacji przedstawiono na rysunku 11, 5 B
za$ na rysunku 12 warto$ci gradientow funk- ;" o35
cji celu. Optymalne rozwigzanie, czyli mini- 0030

mum funkeji celu, oraz najmniejsze warto$ci
gradientu funkcji celu, uzyskano dla dtugosci
progu ciggowego rownego 15 [mm].

8.8. Optymalizacja widma

czestotliwoscei drgan whasnych jektowe.

A

rozwigzanie optymalne @

Rysunek 11: Sciezka optymalizacji diugosci progu ciqgowego w przestrzeni pro-

Figure 11. Optimization path of the drawbead length in the design parameter

Rozwazana jestutwierdzona na wszystkich ~ space.
brzegach kwadratowa ptyta wzmocniona dwo-

ma zebrami przedstawiona na rysunku 13, £=2,1-10°
[MPa], v = 0,3, gegstos¢ p = 7850 [kg/m*]. Funkcja
celu zostata skonstruowana jako rdznica wartosci sa-
siednich czgstotliwosci whasnych od czgstotliwosci po-
tencjalnego wymuszenia f;, = 1200 [Hz]. Optymaliza-
cja bazuje na wrazliwosci obliczanej metoda roznic
skonczonych (MRS). Funkcja celu przyjmuje postac:

c(x) = max(Af; + Af,) = min[-(Af, + Af,)] (25)

gdZie Aﬁ =.fh _.fa Af;) =J:: "_ﬂ’
przy ograniczeniu x € (0,05, 0,375)
gdzie f; 1 f, sa czgstotliwosciami wlasnymi plyty sa-

siednimi do czgstotliwosci wymuszenia. Zmienna pro-
Jjektowa x stanowi odlegto$¢ usztywnienia od lewego
brzegu ptyty, warto§¢ poczatkowa wynosi x;, = 0,25
[m]. Uaktualnienie zmiennej projektowej nastepuje za
pomoca metody ruchomych asymptot. Wrazliwosc
funkcji celu jest obliczana wg wzoru:

c'(x) = AC(X) - C('xn+])—" C(xn)

26
Ax X+l X, ( )

1

Rezultat obliczen jest przedstawiony na rysunku 14
Jjako sciezka kolejnych przyblizen do minimalnej war-
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tosci funkcji celu. Widmo amplitudowe czg-
stotliwosci drgan wlasnych zoptymalizowanej

ab 4 rozwiazanie optymalne ®

dh - —
0.0330 4+
0.0119 |

h

0.0004 — | A | | >
-0.0074 - Q—I‘W
-0.0043 5 10 15 20 25

Rysunek 12. Wrazliwos¢ funkeji celu (réznicy predkosciweztow nr 7451 750) w
przestrzeni projektowej.

Figure 12. Sensitivity of the objective function (velocity difference at nodes 745
and 750) in design parameter space.

0,5m

ne z
0,125 m

0,5m

x,=0,25 m

x,=0,32 m

Wp

wos

Rysunek 13. Plyta usztywniona.
Figure 13. Stiffened plate.

woj

-3.800000E+02

plyty przedstawia rysunek 15. Funkcja celu
zostata spelniona w 10 krokach, optymalne
polozenie usztywnien opisuje warto$¢ zmien-
nej projektowej x,, = 0,32 [m].

9. PODSUMOWANIE

Optymalizacja topologiczna pozwala usta-
la¢ wstepne ksztalty konstrukeji w przypad-
kach, gdy nie mozemy w pehni wykorzystac¢
intuicji inzyniera projektanta i jego do§wiad-
czenia.

Przedstawiona metoda optymalizacji ma charakter
bardzo ogdlny. Zostata wprawdzie przetestowana na
stosunkowo prostych przyktadach ale moze byc¢ sto-
sowana do rozwiazywania znacznie bardziej skompli-
kowanych zadan.

Powyzszy wniosek mogt by¢ sformutowany przede
wszystkim dzigki temu, Ze algorytmy optymalizacyj-

ostaly sprzezone z najbardziej uniwersalng meto-

da numeryczng rozwigzywania zadan inzynierskich,
jaka jest metoda clementow skonczonych.

i Zaproponowane podejécie okreslania kierunkow
i usztywnien jest rozwigzaniem przyblizonym. Aby
i doktadniej okresli¢ kierunki i rozmieszczenie usztyw-
: nien nalezaloby dodatkowo przeprowadzi¢ optymali-
: zacje parametryczng polozenia usztywnien.

: Ostateczny ksztatt optymalizowanego ukladu moz-
na okresli¢ metodami gradientowymi optymalizacji.

rzypadku ztozonych uktadow nieliniowych zacho-

dzi potrzeba stosowania algorytmow analizy wrazli-

cl.

Metoda projektowania ogdlnego ksztaltu przy wy-
korzystaniu optymalizacji topologicznej jest metoda
stosunkowo nowg (liczy zaledwie 20 lat). Jednak roz-

tej metody jest niestychanie dynamiczny.

0.28
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Rysunek 14. Kolejne wartosci funkeji celu i optymalna wartos¢ zmiennej projektowey x.
Figure 14. Consecutive values of the objective function and optimal value of the design parameter x.
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Rysunek 15. Widmo amplitudowe drgan wlasnych plvty usztywnionej.
Figure 15. Amplitude spectrum of free vibrations of stiffened plate.
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