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Abstract

The paper deals with an application of adaptive mesh refinement and automatic time-step selection
techniques to numerical simulations of solidification. High cooling and heating rates in the beginning of the
process involve the need for using very small time steps. Moreover, regions of highest error in the cast
subdomain often coincide with the moving fronts of phase change which makes it impossible to generate a
common mesh suitable for the entire simulation. In order to avoid high cost of computations on fine and
uniform spatial and temporal discretizations adaptivity based on error estimates was introduced to our
finite element code.

Error of spatial discretization, measured in energy norm, is estimated either by means of a Zienkiewicz-
Zhu type error estimator based on posiprocessed heat flux or by an explicit residual method. Error estima-
tes form the basis for adaptive mesh refinement. Local truncation ervor of the time-stepping scheme, estima-
ted by a method utilizing two helper solutions obtained with a smaller time step, allows to select a new step
size leading to the solution with accuracy close to preassigned tolerance.

Results of example simulations of solidification confirm considerable reduction of computation time

thanks to mesh refinement and automatic time-step selection.

1. WSTEP

Szybki wzrost mocy obliczeniowej komputerow
sprawil, ze symulacje komputerowe staty si¢ podsta-
wowym sposobem przewidywania przebiegu zjawisk
fizycznych i procesow o coraz wigkszym stopniu
skomplikowania. Zlozonos¢ ta sprawia, ze¢ przewidy-
wania te musza charakteryzowa¢ si¢ odpowiednio
wysoka dokladnoscia. Im wigksze wymagania co do

doktadnosci wynikéw symulacji numerycznych, tym
wigkszy koszt obliczen potrzebnych do jej uzyskania,
czesto niemozliwy do zaakceptowania w praktyce.
Wyniki symulacji komputerowych zwykle nie do
konca pokrywaja sig z rzeczywisto$cia. Przyczyn moze
by¢ kilka: nieprawidtowy model matematyczny, nie-
doktadne warto$ci parametrow materialowych czy
wreszcie blad metody przyblizonego rozwiazania (dys-
kretyzacji) oraz blad zaokraglen zwiazany z kompu-
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terowa realizacja obliczen na liczbach rzeczywistych.
Tutaj rozwazany jest jedynie blad dyskretyzacji przy
zatozeniu, ze model matematyczny i wlasnosci mate-
rialowe wystarczajaco wiernie opisuja rzeczywistosé,
oraz ze pozostale skladniki blgdu rozwigzania przy-
blizonego, takie jak blad catkowania czy blad rozwia-
zania uktadu rownan liniowych, maja w nim pomijal-
nie maty udzial.

Blad dyskretyzacji maleje wraz ze zmniejszeniem
wielkosci elementu skoficzonego, wzrostem stopnia
lokalnych funkcji interpolacyjnych i zmniejszeniem
wielkosci kroku czasowego. W przypadku zagadnie-
nia krzepnigcia obecnos¢ duzych predkosei stygnie-
cia oraz duzych gradientdw temperatury pociaga za
soba koniecznoé¢ stosowania bardzo drobnej dyskre-
tyzacji czasoprzestrzennej w celu uzyskania rozwia-
zania obarczonego matyn bledem. Jednak im drob-
niejsza dyskretyzacja, tym wigksza jest liczba stopni
swobody (niewiadomych zadania) do wyznaczenia i
symulacje stajg si¢ coraz bardziej kosztowne pod
wzgledem czasu obliczen oraz wymagan co do pa-
migcl operacyjnej komputera. Zwykle wiec albo siat-
ka 1 krok czasowy sa zbyt drobne i uzyskane wielkim
kosztem rozwigzanie charakteryzuje sie doktadnoscia
wigksza niz wymagana, albo blad uzyskanego niewiel-
kim kosztem rozwiazania jest nieakceptowalnie duzy
na zbyt zgrubnej dyskretyzacji. Celowe jest automa-
tyczne dostosowywanie dyskretyzacji do rozwigzania
tak, aby siatka byta zageszczona jedynie w miejscach,
ktore tego wymagaja, a krok czasowy zmieniat sic w
czasie trwania procesu stosownie do jego warunkow.

Celem metod adaptacyjnych jest wiec optymaliza-
cja procesu obliczeniowego, prowadzaca do uzyska-
nia mozliwie najlepszych wynikow jak najmniejszym
kosztem. Dzigki wykorzystaniu ilo§ciowego opisu
doktadnosci wynikow obliczen (oszacowania bledu a
posteriori) poprawia si¢ niezawodno$¢ metody, co
pozwala na utrzymywanie nieuniknionego bledu ob-
liczen ponizej pewnego zalozonego poziomu dopusz-
czalnego, rownego np. 1 % nieznanego rozwigzania
doktadnego. Wyraznie lepsza staje si¢ rowniez wy-
dajno$¢ obliczen, co umozliwia badZ osiagniccie
znacznie wyzszej doktadnosci kosztem pordéwnywal-
nym z kosztem obliczen tradycyjnych, badz osiagnie-
cie porownywalnej doktadnosci znacznie mnigjszym
kosztem.

W dalszej czgsci artykutu przedstawiono model
matematyczny krzepnigeia, metodg rozwigzania przy-
blizonego, metody szacowania bledu dyskretyzacji
przestrzennej oraz bledu catkowania po czasie, tech-
niki adaptacji siatki i kroku czasowego oraz wyniki
symulacji pokazujace korzysci ptynace z zastosowa-
nia podejscia adaptacyjnego.

2. OPIS MATEMATYCZNY
KRZEPNIECIA STOPU

Rozwazmy zagadnienie poszukiwania rozkladu
temperatury T(x,y,t) w ciele, w ktorym moze zacho-
dzi¢ przemiana fazowa ciecz-ciato state. Krzepnigcie
rozpoczyna sig w temperaturze likwidus 7}, a konczy
w temperaturze solidus 75 lub temperaturze eutektycz-
nej 7, zaleznie od stezenia skladnika stopowego oraz
warunkoéw procesu. Niech Q C R? bedzie obszarem
dwuwymiarowym o brzegu I'. Pole temperatury w
chwili  w dowolnym punkcie (x, y) € Q ciata scha-
rakteryzowanego przez wspolczynnik przewodnosci
cieplnej A, cieplo wlasciwe ¢, gestoéé p oraz utajone
cieplo krzepnigeia L mozna opisa¢ rownaniem

oT o,
cpué;mv.(,tw) =p,L éf;

w Q, t>0,(1)

gdzie /; € [0,1] jest udzialem fazy stalej, zdefiniowa-
nym jako stosunek objgtosci fazy zakrzeplej zawarte;
w pewnej rozwazanej objgtosei do tej objetosci, a in-
deks (s) odpowiada fazie stalej. Miedzy cieklym i za-
krzeptym stopem rozciaga si¢ obszar dwufazowy,
zwany réwniez przejSciowym (ang. mushy zone), w
ktorym f; € [0,1].

W chwili ¢ = 0 okreslone sa warunki poczatkowe

T(x,7,0)=Ty(x, ) w Q, @)

odpowiadajace temperaturze wstgpnego nagrzania
formy i temperaturze zalewania.

Na brzegu I'=T1", UI', UT',, UT,, okreslone
mogg by¢ nastgpujace warunki brzegowe

T=7Fna s 3)
q'n:é” na FH, (4)
qn=a(l'-7)nal,,, (5)

q(o) ‘N = q”’ ‘n=k (T(U) - TU)) na rli"’ (6)

gdzie q =—-AVT jest strumieniem cieplnym, n jest
Jednostkowym wektorem normalnym skierowanym na
zewnatrz brzegu, T jest zadana temperatura brzego-
wa, ¢, jest zadanym strumieniem normalnym do brze-
gu, 7., jest temperaturg otoczenia, 7 i 7V sg tempe-
raturami brzegowymi odlewu i formy, q“ i q sa
strumieniami cieplnymi przeptywajacymi przez brze-
gi odpowiednio odlewu i formy, a @ i k to wspotczyn-
niki wymiany ciepta. Warunek brzegowy (6) opisuje
nicidealny kontakt na granicy migdzy formg i odle-
wem, objawiajgcy sig nieciggloscia pola temperatury
T % 0,

W sformulowaniach entalpowych zagadnienia 216-
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dto ciepla ukryte jest w definicji entalpii stopu. W pra-
cy tej zastosowano jawne sformulowanie pojennoscio-
we
c*fi—v-(wr):o wQ, >0, (7)
ot
gdzie ¢ = dH/dT jest zastgpcza pojemnoscia cieplna.
Warunki brzegowe i poczatkowe sa takie same jak dla
rownania (1).

Zalezno$¢ entalpii od temperatury w przedziale
temperatur krzepnigeia jest nieliniowa (Sczygiol,
2000). W niniejszej pracy jest ona przyblizona roz-
ktadem odcinkami parabolicznym z ciagloécia pochod-
nej (zastepezej pojemnosci cieplnej) oraz entalpii w
temperaturach 7 i 7;. Dwie parabole oraz ich po-
chodne sa zgodne w pewnej temperaturze posredniej.
Daje to odcinkami liniowa zmiennos¢ zastepezej po-
jemnosci cieplnej w przedziale temperatur Krzepnig-
cia.

Stabe lub wariacyjne sformulowanie zagadnienia
jest wygodnym punktem wyjscia dla przyblizonych
metod rozwiazania, takich jak np. metoda elementow
skofczonych. Celem jest znalezienie temperatury T €
V = H'(Q) spelniajacej warunek

B(T,v)=L(v) Vvel, (8)
gdzie
ou

B(u,v) = [c‘ > v) + B, (u,v) + B (u,v), (9)

B.(u,v)= L} AVu-Vvdxdy,

B (u,v) = .[r,,, auvds+ jr‘;’.‘-' k@ —uyvds+
. ) _ Mo
-[F‘n’-‘ k(u u’yvds, (10)

L(v) = —J‘r. g,vds+ J.r al, vds.

3. ROZWIAZANIE PRZYBLIZONE

Rozwiazanie przyblizone zagadnienia (8) poszuki-
wane jest w przestrzeni funkeyjnej o skonczonej licz-
bie wymiarow, bedacej podprzestrzenia H'(€2). Niech
P, okre$la podziat obszaru € na nie nachodzgce na sie-
bie trojkaty K o wielkosci Ay i z liniowg interpolacja
rozwiazania. Wtedy odpowiednig przestrzen funkcyj-
na metody elementdw skonczonych okresli¢ mozna jako

V,={veH'(Q):veC'(Q), v R(Q), VK e B}.
Zadanie jest nastgpujace: znajdz T, €V, takie ze
B(T,,v,)=L(v,) VveV,. (1)

Zastosowanie metody Galerkina daje dyskretyza-
cje przestrzenna zagadnienia (11) w postaci
Mﬂ + KT =b, (12)
dr
gdzie M jest macierza pojemnosci. K jest macierza
przewodnosci, a b uwzglednia naturalne warunki brze-
gowe. Uklad réwnan rozniczkowych (12) jest nastgp-
nie dyskretyzowany w czasie za pomocg schematu
wstecznego Eulera, co daje dla kazdego przedziatu /;
= (tp,l+1) 0 dlugoscei At = 1., - 4, ukltad rownan alge-
braicznych

(Mkﬂ + AtkKk-H ]Tk+l = MIHITA- * Atkbfﬁ-!' (13)

Z uwagi na mozliwg zaleznos¢ wlasnosci materia-
towych od temperatury jest to uklad réwnan nielinio-
wych. Uktady rownan liniowych powstale w wyniku
jego linearyzacji rozwigzywane sa za pomoca jednej
z metod iteracyjnych, a mianowicie metody podwoj-
nie sprzezonych gradientow (BiCG) z diagonalna po-
prawa uwarunkowania wstgpnego. Okazuje sig, ze licz-
ba wymaganych iteracji jest niewielka i rozwigzanie
uktadu uzyskiwane jest bardzo szybko. Prowadzi to
do wysokich wymagan co do efektywnosci procedur
szacowania bledu i adaptacji siatki, ich koszt nie po-
winien by¢ bowiem wigkszy od kosztu uzyskania sa-
mego rozwigzania.

4. SZACOWANIE BLEDU ROZWIAZANIA
PRZYBLIZONEGO

Oszacowania bledu rozwigzania sg podstawg al-
gorytmu adaptacyjnego. To na ich podstawie dokonu-
je si¢ ocena doktadnosci rozwigzania oraz, w przy-
padku rozwiazania niewystarczajaco doktadnego,
dobor nowych parametrow dyskretyzacji.

W pracy tej zalozono, ze rzeczywisty btad rozwia-
zania moze byé rozdzielony na cz¢$¢ pochodzaca od
dyskretyzacji przestrzennej i od catkowania po cza-
sie. Do adaptacji siatki elementow skonczonych uzy-
wa sie¢ odpowiednio przystosowanych estymatorow
bledu rozwiazania dla zagadnien opisanych rownania-
mi eliptycznymi, takich jak estymator Zienkiewicza i
Zhu (1992) oraz estymator residualny (Johnson i Hans-
bo, 1992). Dobor kroku czasowego odbywa sig nato-
miast na podstawie zaadoptowanej metody szacowa-
nia lokalnego biedu obcigeia catkowania rownan
rozniczkowych zwyczajnych (Mahnken i Stein, 1989).

4.1. Szacowanie bledu metoda Zienkiewicza
i Zhu

Btad rozwiazania przyblizonego w normie ener-
getycznej jest zwigzany z forma dwuliniowa obecna
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w wariacyjnym sformulowaniu zagadnienia (8) zalez-
noscia

||e” i?(mz B.(e,e) =

[ AV(T=1,)-V(T-T,) dxdy =

|, V2la-a,)-(a-q,)dxdy.

Definicja ta jest bezuzyteczna w praktyce, ponie-
waz, poza trywialnymi przypadkami, nieznany jest
doktadny, rzeczywisty strumien ciepla q.

Do znalezienia oszacowania E bledu w normie
energetycznej zastosowa¢ mozna podejscie wprowa-
dzone przez Zienkiewicza i Zhu (1987), w ktorym w
miejsce nieznanego dokladnego strumienia q podsta-
wia si¢ wielkos¢ " bedaca jego przyblizeniem, tak
wige

i~ £ =] VA(q" ~q,)-(q - q,)dvdy =

(14)

Z JQA. 1/ [q* 7qh]°{q* —‘l;,]drdy = Z Ef_.,

Kep, KeP,

(15)
gdzie Ey jest wktadem elementu skonczonego K do
globalnego btedu, bedacym wskaznikiem bledu. Za-
zZwyczaj mozna utozsamiaé go z oszacowaniem bledu
lokalnego ||e|| EQ)"

Aby estymator (15), zwany estymatorem Zienkie-
wicza i Zhu lub estymatorem ZZ, dawat dobre wyni-
ki, strumien q" musi charakteryzowac siec wickszg do-
ktadno$cia, niz nieciagly na granicach elementow
skonczonych strumien q; = - AVT}, otrzymany bezpo-
Srednio z rozwiazania. Strumien q jest odcinkami staty
w przypadku zastosowania liniowych funkcji interpo-
lacyjnych, a szybkosé redukcji jego bledu przy zagesz-
czaniu siatki jest nizsza niz rozwigzania podstawowe-
go T,. Jesli dla wieclomianowych funkcji
interpolacyjnych stopnia p rozwiazanie T, charakte-
ryzuje btad globalny w normie L, rzedu O(h7*"), to btad
pochodnej jest juz rzedu O(/). Okazuje si¢ jednak, ze
w pewnych punktach elementu skonczonego wartosc¢
strumienia q, jest bardzo bliska wartosci doktadnej,
np. w srodku elementu jednowymiarowego stopnia
pierwszego lub w srodku cigzkosci liniowego elementu
trojkatnego. Wihasnie na podstawie wartosci strumie-
nia w tych punktach, zwanych punktami optymalny-
mi, mozna otrzymac wyzszego rzedu ciagly strumien
q;"w calym analizowanym obszarze. Proces ten na-
zywa sig czasem odzyskiwaniem gradientu (ang. gra-
dient recovery) (Ainsworth i Oden, 2000).

W pracy tej wykorzystywana jest metoda nadzbiez-
nego odzyskiwania z lat elementow (ang. superconver-

gent patch recovery, w skrocie SPR) (Zienkiewicz i
Zhu, 1992), w ktorej poszukiwanie ulepszonych war-
tosci gradientu odbywa si¢ na drodze rozwiazania lo-
kalnych zagadnien na tatach elementow. Lata elemen-
tow Py skojarzong z wezlem N okre$la sie zbidr
clementow, ktore zawieraja ten wezel. Istota metody
polega na lokalnym dopasowaniu za pomoca metody
najmniejszych kwadratow wielomianu aproksymacyj-
nego wyzszego stopnia do wartosci strumienia g, prob-
kowanych w punktach optymalnych w obszarze laty.
Celem jest wigc znalezienie wspotczynnikow a wie-
lomianu aproksymujacego strumien na obszarze faty
zwigzanej z wezltem N

q'(x,y)=P(x,y)a, (x,y)eP,, (16)

gdzie P(x.y) jest macierza wyrazow wielomianu in-
terpolacyjnego. Aby wyznaczy¢ warto$ci wspolczyn-
nikow nalezy znalez¢ minimum wyrazenia

[1(a)= Z [P(x,\,,y,\.)a—q,,(x,\-,y,\-)]'

KePy
[P(x.'ﬁy)\‘)a—qh(xmyx)]- (17)
Wyrazenie (17) osiaga minimum, gdy
oll(a)/0a =0, czyli gdy
{ Z P(XK,J)K)TP(XK»J’;\-)} a=
KePy
z P(x,r(syi()rqh(xj\’sy.l\')a (18)

KePy

co pozwala wyznaczy¢ wspotczynniki na drodze roz-
wigzania niewielkiego uktadu rownan.

Wartosci odzyskanego strumienia (]‘ wyliczone w
poszczegblnych weztach laty z wzoru (16) sa zapa-
migtywane w celu wykorzystania do pozniejszej in-
terpolacji w obszarze elementow z wykorzystaniem
ich funkcji ksztaltu. Poniewaz wezly wewnetrzne siatki
naleza dodatkowo do kilku tat zwigzanych z sasiedni-
mi we¢ztami, zapamietywana jest warto$¢ $rednia q:'
strumienia wyznaczona na podstawie warto$ci z
wszystkich tat zawierajacych dany wezel. Ostatecz-
nie wigc odzyskany strumien q" jest interpolowany w
obszarze elementu nastgpujgco

3
Q' (%) =D v, (,9) §,(x, ),

i=l

(19)

gdzie ¥ to funkcje ksztaltu.

Odzyskany strumien cieplny q° moze by¢ podsta-
wiony do wzoru (15) na oszacowanie blgdu. Ponie-
waz w ogolnym przypadku stopien wielomianu okre-
slajacego odzyskany strumien jest taki sam, jak stopien

11—
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p wielomianu interpolujacego temperaturg, to do cal-
kowania numerycznego nalezy zastosowa¢ kwadra-
ture pozwalajacq obliczy¢ dokladna warto$¢ catki z
wielomianu stopnia co najmniej 2p. Regufa ta jest
prawdziwa przy zalozeniu stalej wartos¢ parametru
materialowego A. Tak wigc w przypadku wykorzysty-
wanych w pracy elementow liniowych przyjgto kwa-
drature trojpunktowg z punktami catkowania o wspot-
rzednych powierzchniowych (2/3, 1/6, 1/6), (1/6, 2/3,
1/6)1(1/6,1/6, 2/3) z waga 1/3 kazdy. Calka liczona z
jej pomoca jest obarczona niewielkim btegdem pocho-
dzacym z pominigcia faktycznej zmiennosci wspol-
czynnika przewodnosci cieplnej — przyjmowana jest
bowiem warto$¢ obliczona dla $redniej temperatury
w rozwazanym elemencie skonczonym.

4.2. Szacowanie bledu metodg residualng

Inna klasa metod szacowania bigdu opiera si¢ na
wyznaczaniu norm residuum rozwiazywanego row-
nania rézniczkowego. Jesli do obliczenia oszacowa-
nia wystarczy w bezpo$redni sposob skorzystac jedy-
nie z rozwigzania przyblizonego oraz danych zadania,
to estymator okreslany jest jako jawny. Jezeli nato-
miast obliczenie oszacowania pociaga za soba koniecz-
nos$¢ rozwigzania dodatkowego zadania, estymator
okreslany jest jako niejawny (Ainsworth i Oden, 2000).

W celu znalezienia oszacowania bigdu w normie
energetycznej zastosowane zostalo podej$cie wprowa-
dzone przez Johnsona i Hansbo (1992). Punktem wyj-
scia jest réwnanie blgdu

B(e,v) = L(v)— B(

otrzymane przez podstawienie 7'= T}, + e do réwnania
(8). Poniewaz blad e € V(L2), wigc

B(e,e) = L(e) - B(T},e), (21)

T,,v) VYvelV  (20)

gdzie
. Oe
B(e,e)= (c hé;,e] + B.(e,e) + B.(e,e). 22)

Jesli przyja¢ dla uproszczenia, ze de/dt = 0 oraz
ze Bg(e,e) = 0, to po lewej stronie rownania (21) po-

zostaje jedynie B(e,e) rowne z definicji ||e|| i‘(n)' Za-

danie sprowadza sig wiec do znalezienia oszacowania
jego prawej strony.

Przedstawienie kazdej z calek wystepujacych w
rownaniu (21) jako sumy wkladow z poszczegdlnych
elementow, zastosowanie twierdzenia Greena do sktad-
nika zawierajacego Ve, rozbicie calek brzegowych na
czesci odpowiadajgce brzegom obszaru oraz krawe-
dziom wewngtrznym elementéw oraz przegrupowa-
nie wyrazow daje

"t’-’" i_-gm: Z .[m Ar (qn -an"(Th))e ds +
Kebl, yea I
1
KEZP,, 'LQK, r E[qh ‘“]eds o

Z jﬂ (V°(/1VT,,)—C a—Tje dx dy, (23)
ken, "1 ot
gdzie I’y oznacza brzegi, na ktorych zatozono natural-
ne warunki brzegowe, ¢,(7T),) 0znacza wymuszong nor-
malng skladowa strumienia cieplnego na brzegu, a
[q,'n] jest wielkoscia nieciaglosci (uskoku) normal-
nej sktadowej strumienia cieplnego na krawedzi ele-
menfu.

Wyrazenia podcatkowe zawieraja residua, a wige
wielko$ci mowigce w jakim stopniu rownanie roznicz-
kowe i warunki brzegowe nie sa spetnione przy pod-
stawieniu do nich T, w miejsce 7. Oczywiscie w przy-
padku, gdy 7}, jest rozwigzaniem doktadnym, residua
zeruja sie. Po wprowadzeniu odpowiednich oznaczen
residuum wewnetrznego r i residuum brzegowego R,
zwiazanych z elementem K € P,, rownanie (23)
upraszcza si¢ do

|€||£<m ZJ red,xdy+z_[ Reds. (24)

Keh,

Korzystajac z cechy ortogonalnosci Galerkina
Be(e,vy) =0 iprzyjmujac v, = -me € V), gdzie m; jest
pewnym operatorem interpolacyjnym, otrzymuje sig

“e" i:(n)z B.(e,e)= B;(e,e)— B (e,m,e)=
B.le,e—Te) (25)
stad

He”uﬂ) ZI r(e—me)dxdy +

KeP,

j R(e-me)ds.

Keb,

(26)

Zastosowanie nierownosci trojkata, nieréwnosci
Cauchy'ego i Schwarza, wprowadzenie oszacowan
bledu interpolacji wielomianowej 7, oraz wykorzy-
stanie nierdéwno$ci Cauchy'ego i Schwarza dla sum
daje ostatecznie oszacowanie w postaci

\UZ
e, ., <E= [chm |+
KeP,
1/2
A; rth ”Rl Ly(a2g) | ° 27
I3

s P




gle G, =\A4'C, s Cox=A'Cp,aCii

C:, to stale interpolacyjne, ktorych warto$ci mozna
oszacowac¢ numerycznie (Johnson i Hansbo, 1992).
Tak wigc do oszacowania bledu £ w normie energe-
tycznej konieczne jest jedynie obliczenie norm resi-
dudw wewngtrznych i brzegowych w poszczegolnych
elementach skonczonych. Jest to estymator jawny cha-
rakteryzujacy si¢ duza prostota i niskim narzutem ob-
liczen. Znak ,,mniejsze badz rowne” w oszacowaniu
(27) oznacza, ze zawsze nalezy liczy¢ si¢ z mozliwo-
$cig przeszacowania bledu.

Residuum wewnetrzne V(AVT,) rownania roznicz-
kowego krzepnigcia zawiera czton z pochodng czaso-
wg temperatury. Dla stosunkowo duzych krokéw cza-
sowych moze on znacznie dominowaé¢ nad cztonem
uwzgledniajacym co sprawia, ze residuum wewnetrz-
ne nie maleje przy zaggszczaniu siatki. Z tego powo-
du w pracy tej pomija si¢ residuum wewnetrzne w ob-
liczeniach, co daje niepelne oszacowanie bledu

[ 1/2

2
E, = Z sz.z.xhx ”R| Ly (61, ) (28)
(Kel
oraz odpowiadajacy mu wskaznik btedu
Epx =Coaxh"c|R]|, ., (29)

Okazuje sig, ze rOwniez ten uproszczony estyma-
tor bfgdu ma bardzo dobre whasciwosci (Nagorka i
Sczygiol, 2003). Dodatkowo posiada on oczywista
zalet¢ w postaci nizszego narzutu obliczeniowego.

4.3. Szacowanie bledu calkowania po czasie

Istotg zastosowanej metody szacowania lokalnego
btedu catkowania po czasie jest wykorzystanie roz-
wigzania pomocniczego, uzyskanego z mniejszym
krokiem czasowym. Zalozmy, ze dysponujemy roz-
wigzaniem T}, s5a/(t+) uzyskanym w dwoch krokach
o dlugosci Af/2, czyli w przedziatach czasu [1, #+
1/2At,] oraz [#,+1/2At, t,]. Blad obcigcia w przedzia-
le /; dla w ten sposob uzyskanego rozwiazania jest w
przyblizeniu rowny sumie btedow obcigcia z poszcze-
golnych, wezszych przedziatow

= T,-{;f(tm) = T e B

I {_'Ai]’”l]-‘(n-t—l)(l )
m+DIL 2 b

gdzie T,,, jest rozwigzaniem odniesienia, obliczonym
z drobniejszym krokiem czasowym i przy zalozeniu,
ze T(t) = Typsalts), n torzad metody a oznacza m-

Cosar,

(30)

ta pochodna czasowa rozwigzania przyblizonego.
Szacowany btad obcigcia dla catkowania z krokiem
At jest zdefiniowany jako

1
(n+1)!
Przy zaloZeniu zgodnoéci pochodnych czasowych

rozwigzan uzyskanych z krokiem Ay, i At,, z rownan
(30) 1 (31) wyznaczy¢ mozna oszacowanie

ey, = Do) = Tn = ALTT(r,). (31)

2” (T}LO.SAr - I:'LA.')
2" -1

W przypadku zastosowanego w niniejszej pracy
schematu wstecznego Eulera oszacowanie bledu ob-
cigeia redukuje sie do

Cant, ¥ E, =2(Tiisa — Do)

Cpy, B E, = (32)

(33)

Technika ta daje oszacowanie bledu obciecia w
punkcie, wygodniej jest jednak postugiwaé sie norma
L, uwzgledniajaca jego zmienno$¢ w obszarze elemen-
tu skonczonego, badz w calym rozwazanym obsza-
rze:

2 2
Hem,fk ” (%)) - .«;:;.} ”em,fk “ L@x) :KEZP,, Q.Lezm,.rk dxdy.

-

Poniewaz zaréwno temperatura 7}, 5, jak i wyzna-
czona z mniejszym krokiem czasowym temperatura
T.05a interpolowane sa za pomoca funkcji tego same-
go stopnia p, do numerycznego wyznaczenia catki po-
trzebna jest kwadratura doktadnie catkujaca wielomian
stopnia co najmniej 2p. W przypadku zastosowanych
w niniejszej pracy elementoéw liniowych wystarczy
kwadratura trojpunktowa wspomniana w punkcie 4.1.

Niewatpliwg wada metody jest koniecznoéé po-
wtornego rozwigzywania problemu w dwoéch drobniej-
szych krokach jedynie po to, aby znalez¢ oszacowa-
nie bledu. Nic jednak nie stoi na przeszkodzie, aby
uzyskane rozwiazanie pomocnicze 7, sa,» charaktery-
zujace si¢ wyzsza dokladnoscia, wykorzysta¢ dalej za-
miast rozwigzania T} 5, ktorego blad byt szacowany.
Ponadto, mimo narzutu zwigzanego z koniecznoscia
dodatkowych obliczen zastosowanie adaptacji kroku
czasowego na podstawie tych oszacowan pozwala w
konsekwencji skroci¢ sumaryczny czas obliczen.

5. ADAPTACJA SIATKI

Dostosowywanie siatki to drugi, po szacowaniu a
posteriori bledu, kluczowy sktadnik adaptacyjnej me-
tody elementdw skonczonych. Majac rozklad oszaco-
wanego w pewnej normie blgdu rozwigzania otrzy-
manego na pewnej siatce, obliczenia mozna powtdrzy¢
na dyskretyzacji zmodyfikowanej tak, aby btad no-
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wego rozwiazania byl mniejszy i bardziej rownomier-
nie roztozony.

Zadania nieustalone wymagaja uzycia jednej z
metod catkowania po czasie, prowadzgcej do sckwen-
cji zadan, ktorych celem jest znalezienie rozwigzania
na kolejnych poziomach czasu. Wtedy wspomniany
wyzej algorytm adaptacyjny rozwaza¢ nalezy w ra-
mach pojedynczego kroku czasowego. Obliczenia w
ramach wybranego kroku czasowego prowadzone sg
z wykorzystaniem rozktadu temperatury z kroku po-
przedniego. Dopuszczenie adaptacji prowadzi zawsze
do niezgodnosci siatek odpowiadajacych poprzednie-
mu i aktualnego poziomowi czasu. Konieczne jest wigc
zastosowanie procedury przeniesienia rozwiqzania 7.
jednej siatki na inna, przy mozliwej do wystapienia
roznicy wielkoéei 1 stopni elementow skonczonych.

W pracy tej zastosowano metode adaptacji siatki
przez podzial elementu na drobniejsze. Technika ta
ma lokalny charakter i polega na wstawieniu trzech
nowych wezlow zlokalizowanych w srodkach kazde-
20 z jego bokow (rysunek 1a). W wyniku ich polacze-
nia w miejsce elementu dzielonego powstajg cztery
mniejsze elementy skoficzone o takich samych katach
wierzchotkowych. Jest to wazna cecha, zapobiegaja-
ca powstawaniu silnie zdeformowanych elementow o
matym kacie wierzchotkowym. Rozdrabnianie ele-
mentu w ten sposob ma charakter izotropowy.

Aby unikna¢ konieczno$ci wprowadzania do ukfa-
dow rownan ograniczen zwigzanych z wystgpowaniem
wiszqcych weztow (wezldw lezacych na srodkach bo-
kow sasiednich nierozdrabnianych elementow) zasto-
sowano procedurg ich eliminacji. Polega ona na pota-
czeniu wiszacego wezta z wierzchotkiem trojkata
lezgcym na przeciwko boku, na ktorym ten wezel lezy,
co prowadzi do utworzenia dwoch elementow przej-
sciowych w miejsce jednego usunigtego. (rysunek 1b).

Jesli szacowany blad w pewnej czgsci siatki jest
znacznie mniejszy niz dopuszczalny, a miejsca ze zbyt
duzym bledem wymagajg przeprowadzenia nastgpne;j
iteracji procedury adaptacyjnej, mozliwe jest wpro-
wadzenie lokalnego rozrzedzenia siatki. Sytuacja taka
wystapi¢ moze np. przy przejsciu do nastgpnego kro-
ku czasowego w zagadnieniach zaleznych od czasu
lub przy przejsciu do nastgpnej iteracji metody roz-
wigzywania ukltadow rownan nieliniowych. W zada-
niach ustalonych mozliwe jest natomiast wprowadze-
nie nadmiernego rozdrobnienia siatki w pierwszej
iteracji algorytmu adaptacyjnego, spowodowane zbyt
pesymistycznie oszacowanym biedem na poczatko-
wej zgrubnej siatce elementow skonczonych. Techni-
ka adaptacji przez podziat w naturalny sposoéb umoz-
liwia rozrzedzanie siatki, jednak tylko w tych
miejscach, w ktorych wezesniej siatka zostata zaggsz-
czona. Z punktu widzenia implementacji wymaga to
utrzymywania hierarchicznej, drzewiastej struktury

b)

Rysunck 1. Technika adaptacji siatki a) podzial elementu trojkat-
nego na cztery mniejsze, b) likwidacja wiszqcyvel wezlow.

Figure 1. Mesh refinement technique a) subdivision of a triangu-
lar element into four smaller ones, b) elimination of hanging no-
des.

danych, reprezentujacej zaleznosci rodzic - dziecko
miedzy elementami dzielonymi i powstalymi w wy-
niku podziatu

Wprowadzenie zmian do siatki elementéw skon-
czonych w celu poprawy dokladnosci rozwigzania w
nastgpnej iteracji algorytmu adaptacyjnego wymaga
przyjecia odpowiedniej strategii wyboru tych stref w
siatce, ktore wymagaja zmiany. Od liczby elementow
zaznaczonych do podzialu lub rozrzedzenia zalezy
efektywnos¢ obliczen. Im wigcej elementow zostanie
zaznaczonych do rozdrobnienia po danej iteracji pro-
cedury adaptacyjnej, tym wigksza bedzie redukcja blg-
du w iteracji nastgpnej. Zatozony graniczny dopusz-
czalny blad wzgledny zostanie dosy¢ szybko
osiagnigty — liczba iteracji bgdzie niewielka. Prowa-
dzi¢ to moze jednak do niepotrzebnego rozdrobnienia
siatki w miejscach, ktore tego nie wymagaja, co jest
rownoznaczne z otrzymaniem nicoptymalnej sekwen-
cji siatek. Z drugiej jednak strony, zaznaczenie do roz-
drobnienia zbyt matej liczby elementow pogorszy¢
moze wydajno$¢ procesu, co objawi sig duza liczbg
iteracji potrzebnych do osiggnigcia bledu mniejszego
niz dopuszczalny.

W pracy tej zastosowano strategi¢ ustalonej frak-
cji, w ktorej do rozrzedzenia przeznacza sig 5,-100%
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elementoéw o najmniejszym bledzie, a do rozdrobnie-
nia 3,-100% elementéw o najwigkszym bledzie, przy
czym f3, i 3, to parametry sterujace. Inaczej mowiac,
po posortowaniu elementéw rosnaco wg lokalnego
wskaznika bledu siatka bedzie rozrzedzona w miej-
scu pierwszych 3N, elementéw, a do rozdrobnienia
przeznaczonych bedzie 3,°N, elementéw z konca li-
sty, gdzie N, oznacza liczbe elementéw w siatce. W
obliczeniach omawianych w dalszej czgéci przyjeto
Bi=0ip,=0,6

Innym zagadnieniem jest dobor kryterium zakon-
czenia iteracyjnego procesu obejmujacego rozwigza-
nie, szacowanie bledu i dostosowanie siatki. Najbar-
dziej naturalne kryterium jest nastepujace: adaptacje
siatki mozna zakonczy¢, gdy oszacowany w pewnej
normie blad rozwigzania osiaga warto$é mniejsza od
pewnej zatozonej wartosci dopuszczalnej, np.

1] <l (34)

Kryterium to jest odpowiednie w sytuacji, gdy ce-
lem adaptacji jest osiagnigcie rozwigzania o zalozo-
nej wymaganej doktadnosci mozliwie najmniejszym
kosztem, proporcjonalnym do liczby niewiadomych
zadania N. Wymaga ono, aby oszacowanie bledu £
charakteryzowato si¢ indeksem efektywnosci (stosun-
kiem oszacowania do stanu faktycznego) bliskim 1,
co jest prawda w przypadku metody ZZ, ale nie jest
dla jawnej metody residualne;.

Alternatywny warunek zakoficzenia dotyczy licz-
by niewiadomych zadania: proces adaptacji mozna
uznac za zakonczony, gdy

N=N (35)

gdzie N, jest maksymalng dopuszczalng liczba stop-
ni swobody, zalezna np. od mocy obliczeniowej czy
ilosci pamigci operacyjnej komputera. Mozliwe jest
rowniez przyjecie zalozonej z gory liczby iteracji pro-
cedury adaptacyjnej. Kryterium to jest odpowiednie,
gdy celem adaptacji jest osiagnigcie jak najbardziej
dokiadnych wynikow przy ustalonych, ograniczonych
zasobach sprzgtowych. W tym przypadku znajomo$é
wartosci bledu nie jest tak wazna (istotny jest jego roz-
kiad przestrzenny) i przeszacowanie bledu przy uzy-
ciu jawnej metody residualnej nie sprawia problemu.

W zadaniach nieustalonych, do ktérych zalicza sie
rowniez krzepnigcie, opisane wyzej dostosowanie siat-
ki nalezy zastosowa¢ dla poszczegolnych krokow cza-
sowych osobno. Mozna przy tym adaptowac¢ siatke w
kazdym kroku czasowym lub jedynie w wybranych.
Pierwsze podejscie w bardziej niezawodny sposob
pozwala wychwyci¢ gwalttowna zmiennoéé¢ rozwigza-
nia w czasie i odpowiednio dostosowaé do niego siat-
ke, drugie jest na ogot bardziej ekonomiczne.

W przypadku, gdy rozwigzanie tylko nieznacznie
zmienia sig przy przejsciu od jednego poziomu czasu

max?

do drugiego, adaptacja w kazdym kroku czasowym
moze by¢ niepotrzebna. Przyktadem sg obliczenia
krzepnigcia wykonywane z niewielkim krokiem cza-
sowym A¢, gdzie poza poczatkowym okresem zaraz
po zalaniu formy rozktady temperatury w kolejnych
krokach czasowych sa podobne.

Iteracyjny proces rozwiazania, szacowania bledu i
dostosowywania siatki prowadzi do osiagniecia w roz-
wazanym kroku pewnej zaadaptowanej siatki konco-
wej. Siatka ta jest wykorzystywana potem w obejmu-
Jacych pewng liczbg krokdw czasowych obliczeniach
nieadaptacyjnych. Dzicje sig tak az do nastepnego kro-
ku, w ktorym znowu przeprowadzana jest procedura
adaptacyjna.

W pracy tej zastosowano niejawngq strategic ada-
ptacji dla zadan zaleznych od czasu. Jej istota polega
na przeprowadzaniu w danym kroku czasowym pel-
nego iteracyjnego procesu rozwiazania, szacowania
bledu i dostosowywania siatki az do spetnienia kryte-
rium zakoficzenia, podczas gdy cecha strategii jawnej
jest przejécie do nastepnego kroku czasowego juz po
pierwszym dostosowaniu siatki, bez ponownego roz-
wigzania zadania na tej siatce. Mozna wyrozni¢ dwie
wersje strategii niejawnej, a mianowicie wersje, w kto-
rej siatka wyjSciowq jest dostosowana siatka z ostat-
niego adaptacyjnego kroku czasowego, oraz wersje,
gdzie siatkg wyjéciowa jest zgrubna siatka poczatko-
wa. W pracy tej zastosowano wersje drugg. Za jej
wyborem przemawia fakt, ze nowe potozenie frontow
przemiany latwiej jest odwzorowaé wykonujac kilka
iteracji zaggszczania siatki zgrubnej niz adaptacyjnie
rozrzedzajac i zaggszezajac siatke dostosowana do
rozwigzania z poprzedniego kroku czasowego.

Pierwszym etapem obliczen w adaptacyjnym kro-
ku czasowym jest wiec catkowite rozrzedzenie siatki
do stanu poczatkowego. Pamigta¢ jednak nalezy, ze
rozwigzanie z poprzedniego kroku czasowego bedzie
uzywane w schemacie Eulera calkowania po czasie
dla kolejnych iteracji algorytmu adaptacyjnego. Nie
nalezy wigc przenosic¢ pola temperatury z poprzednie-
go kroku czasowego na siatkg zgrubna, poniewaz spo-
wodowaloby to zbyt duzg utrate informacji. Rozwia-
zanie to byloby bowiem przenoszone z siatki zgrubnej
na siatki z kolejnych iteracji procedury adaptacyj nej.
Lepszym rozwiazaniem jest zapamigtanie rozwigza-
nia z poprzedniego kroku czasowego wraz z siatka i
przenoszenie go z siatki zapamietanej na siatke z ak-
tualnej iteracji algorytmu adaptacyjnego w rozwaza-
nym kroku czasowym.

6. ADAPTACJA KROKU CZASOWEGO

Zwigkszenie wielkosci kroku czasowego pozwa-
la znacznie skroci¢ czas obliczen. Im wiekszy krok
czasowy, tym liczba krokow potrzebna do osiagnie-
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cia czasu koncowego jest mniejsza. Z drugiej strony
drobny krok czasowy pozwala uchwyci¢ szybka
zmienno$¢ rozwigzania, np. temperatury tuz po zala-
niu formy.

W niniejszej pracy automatyczny dobor kroku cza-
sowego opiera si¢ na oszacowaniach E, bledu obcig-
cia. Oczekuje sig przy tym, ze w kazdej chwili spel-
niony bedzie nastgpujacy warunek na blad wzgledny

E]
AT

gdzie v, jest zalozong tolerancja bledu, AT, oznacza
przyrost temperatury a « jest liczba nieujemna. Para-
metr ten wprowadza si¢ w celu niedopuszczenia do
odrzucenia wynikow z danego kroku czasowego wte-
dy, gdy blad dopuszczalny jest tylko nieznacznie prze-
kroczony. W przypadku, gdy a = 0 kazde, nawet naj-
mniejsze przekroczenie bledu granicznego prowadzi
do powtodrzenia obliczen znowym krokiem czasowym.

Zastosowana w pracy strategia doboru kroku cza-
sowego jest nastgpujaca: Po wyznaczeniu rozwigza-
nia w chwili ., z krokiem At,f_” , gdzie oznacza nu-
mer iteracji dostosowywania kroku czasowego,
szacowany jest wzgledny blad obcigeia. Jesli blad ten
jest wigkszy niz (1+a)n, , wtedy wyznaczana jest nowa
wielkos¢ kroku czasowego Arl'™" i obliczenia sa po-
wtarzane. Poniewaz w ogolnym przypadku blad ob-
cigcia metody rzedu n jest proporcjonalny do S,
czyli

S(1+a) s (36)

_ “Ai‘}" 1,(0) (37)

(At’({m) ]"“

1E] 10
ok

wiec nowa wielko$¢ kroku czasowego, prawdopodob-
nie prowadzaca w nastepnej iteracji do uzyskania do-
ktadnosci 7, mozna wyznaczy¢ z wzoru

- o | ”Aﬂ“f @ JL]
AfHD = A 2L _HISER 1 (3g)
* " [ (1 s

Jesli bad wzgledny jest mniejszy niz dopuszczal-
ny, obliczen nie trzeba powtarzac. Z wzoru (38) wy-
znaczana jest wtedy nowa wielkos¢ kroku czasowego

At(o)

+.1> Uzywana w obliczeniach dla kolejnego prze-
dzialu czasu .

Schemat ten gwarantuje, ze po zakonczeniu obli-
czen dla przedziatu /, btad wzglgdny nie bedzie wigk-
szy niz dopuszczalny w sensie (36). Moze sig nato-
miast zdarzy¢, ze bedzie on znacznie mniejszy. Nie
jest to korzystne, poniewaz nie wykorzystana jest
mozliwo$¢ znacznego wydtuzenia kroku czasowego.
Z drugiej jednak strony dodatkowym kosztem, po-

trzebnym do przeprowadzenia dodatkowej iteracji z
wigkszym krokiem wyznaczonym z zalezno$ci (38).
uzyskane byloby mniej dokladne rozwiazanie. Lepiej
wigc przej$¢ od razu do nastgpnego przedziatu czasu.

W celu niedopuszczenia do zbyt gwaltownego
wzrostu lub zmniejszenia wielkosci kroku czasowego
wprowadzono dodatkowy warunek nie pozwalajacy
na osiagniecie kroku mniejszego niz 0,1A¢, lub wigk-
szego niz SAt,. Wprowadzono rowniez minimalng do-
puszczalng wielko$¢ kroku czasowego At,;,. Jej osia-
gnigcie powoduje natychmiastowe przerwanie
obliczen i przejscie do nastgpnego przedzialu czasu.

Podobnie jak w przypadku adaptacji siatki i tutaj
dostosowywanie kroku czasowego mozna wykonywac
co zalozong liczbe krokow czasowych. Jednym z eta-
péw procedury adaptacji kroku czasowego moze by¢
dostosowywanie siatki przestrzennej opisane weze-
$niej.

7. JAKOSC OSZACOWAN BLEDU

Aby zbada¢ dokladno$¢ oszacowan bledu dawa-
nych przez poszczegolne metody wykonano serig sy-
mulacji krzepnigcia dla przykladowego odlewu ze sto-
pu Al-2%Cu krzepnacego w formie metalowej.

Rozwazany uklad formy i odlewu przedstawiony
jest na rysunku 2 (z uwagi na symetrig wystarczy wzig¢
pod uwage polowe rzeczywistego ukladu). Na brze-
gach oznaczonych jako I'y; wystepuje wymiana cie-
pta z otoczeniem, modelowana warunkami brzegowy-
mi trzeciego rodzaju ze wspolezynnikiem wymiany
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Rysunek 2. Geometria ukladu formy i odlewu.
Figure 2. Geometry of the mould and of the cast.
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ciepla @ = 100 W/(m’K) przy temperaturze otoczenia
T =300 K. Na brzegach Gy ma miejsce nieidealny
kontakt migdzy forma i odlewem ze wspotczynnikiem
wymiany ciepta k= 1000 W/(m?K). Pozostale brzegi,
bedace osiami symetrii uktadu, sa adiabatyczne.

Symulacja zaczyna si¢ w chwili ¢ = 0, kiedy cata
wngka formy o temperaturze 590 K wypelniona jest
ciektym stopem o temperaturze 960 K, znacznie wy-
zszej od temperatury likwidus 7, = 926 K. Przy zalo-
zeniu rownowagowych warunkéw krzepnigcia tem-
peratura solidus réowna jest 75 = 886 K. Wiasnoéci
fizyczne materialéw odlewu i formy zestawiono w ta-
blicy 1.

Tablica 1. Wiasnosci materialowe odlewu i formy dla przvklado-
wego zadania krzepnigcia

Table 1. Material properties of the cast and of the mould for an
example solidification problem

ciecz cialo stale forma
plke/m'] 2498 2824 7500
c[J/(kg K)] 1275 1077 620
AW/ (m K)] 104 262 40
L[Jlkg] 390000

Krzepnigcie odlewu konczy si¢ po okoto pieciu mi-
nutach. Wszystkie omawiane dalej symulacje obejmu-
ja okres 360 s.

Celem dwoch pierwszych symulacji bylo okresle-
nie charakteru czasowej i przestrzennej zmiennosci fak-
tycznego bledu dyskretyzacji przestrzennej oraz jego
oszacowan metoda ZZ 1 metoda residualng. Dodatko-
wo okreslono faktyczng i szacowang zbieznosé meto-
dy, czyli szybko$¢ redukcji blgdu przy wzroscie liczby
niewiadomych. Aby to bylo mozliwe, w wybranych
krokach obliczeniowych (co 5 sekund czasu krzepnie-
cia przy wielkosci kroku czasowego At = 0,05 s) obli-
czenia rozpoczynane byly na zgrubnej siatce poczatko-
wej zawierajgcej 199 wezldw oraz 300 elementdw i
sukcesywnie powtarzane na siatkach bedacych wyni-
kiem jednorodnego zaggszczania siatki poprzedniej. W
kazdym z takich krokoéw wykonywano trzy iteracje roz-
drabniania, tak wigc obliczenia prowadzone byly na
siatkach o rozmiarze i, 1/2h, 1/4h1 1/8h. Ostatecznie
uzyskiwano siatke zawierajaca 9978 wezldw 1 19200
elementoéw. W kazdej iteracji szacowany byt blad roz-
wigzania. Dodatkowo wyznaczono przyblizenie bledu
faktycznego wg wzoru (14) na podstawie roznicy mie-
dzy danym rozwiazaniem a rozwiazaniem odniesieria
uzyskanym na bardzo drobnej siatce. Siatka ta jest wy-
nikiem pigciokrotnego rozdrobnienia siatki poczatko-
wej 1 zawiera 155106 weztow i 307200 elementow o
charakterystycznym rozmiarze 1/324. Nalezy zazna-
czy¢, ze rozwigzanie odniesienia w chwili ., wyzna-
czane byto przy zalozeniu jego zgodno$ci z temperatu-

ra T, na poczatku kroku, czyli w chwili #,. Tak wiec to,
co bylo obliczane, to przyblizenie biedu lokalnego w
czasie. Obliczenia dla po$rednich krokow czasowych
wykonywane byly na siatce o rozmiarze elementow
rownym 1/8.

ZmiennosS¢ w czasie rzeczywistego (faktycznego)
bledu rozwiazania w normie energetycznej oraz jego
oszacowan metoda ZZ (wzér 15) i metoda residualng
(wzor 28) dla trzykrotnie zageszczonej siatki przed-
stawiono na rysunku 3. Jednostka kwadratu normy
energetycznej bledu rozwiazania jest [W/K-m). Bar-
dzo duzy biad rozwigzania na poczatku procesu spo-
wodowany jest ekstremalnymi warunkami stygnigcia
cieczy i nagrzewania formy po zalaniu. W miarg upty-
wu czasu blad maleje i stabilizuje si¢. Po pewnym
czasie wystgpuje uskok odpowiadajacy chwili zakon-
czenia krzepnigeia, czyli zniknigcia frontu migdzy cia-
lem stalym a obszarem dwufazowym. Zaznaczony
gruba linig blad faktyczny zmienia sie w szerokim
zakresie. W poréwnaniu ze stanem tuz po rozpocze-
ciu procesu blad maleje o dwa rzedy wielkosci. Wi-
doczna jest bardzo dobra zgodno$¢ oszacowan meto-
da ZZ ze stanem faktycznym. Indeks efektywnosci jest
bliski jednosci przez caly czas trwania symulacji. Cho-
ciaz metoda residualna daje przeszacowanie bledu, to
indeks efektywnosci jest w przyblizeniu staty.

1000 T T 1 | T
- oszacowany
IZeCZYWISlY

100

estymator residualny

|

blad
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10

11

1 | 1 | 1 1 |
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Rysunek 3. Zmiennosé w czasie rzeczywistego bledu rozwiqzania
i jego oszacowan.
Figure 3. Variation in time of the actual error of discretization
and its estimates.

Obok indeksu efektywnosci oszacowania istotna
Jest zgodno$¢ szybkosci redukeji oszacowan z szyb-
koscig redukcji bledu rzeczywistego przy wzroscie
liczby niewiadomych. Na rysunku 4 przedstawiono
wykres odpowiadajacy chwili 7= 3 min. Okazuje sic,
z¢ wspomniana zgodno$¢ wyst¢puje o czym $wiad-
czy zgodnos¢ nachylenia krzywych w ukladzie wspot-
rzednych z osiami ze skala logarytmiczng. Symbole
na wykresie odpowiadaja wynikom obliczen na ko-
lejno rozdrabnianych siatkach. Zgodnie z oczekiwa-
niami ukladajq si¢ one w lini¢ prosta, co jest konse-
kwencja algebraicznej szybko$ci zbieznosci metody

o

INFORMATYKA W TECHNOLOGII MATERIALOW




INFORMATYKA W TECHNOLOGII MATERIALOW

1000 T T T T T T T T T T

[ oszacowany metoda residualng ——
oszacowany metody 27, —+—
1zeczywisty = 1

i

blad

100 ]

| L 2ol

10 . -
100 1000 10000
liczba niewiadomych

Rysunek 4. Redukcja bledu dyskretyzacji przestrzennej przy wzro-
scie gestosci siatki w chwili t = 3 min.

Figure 4. Reduction of the error of spatial discretization due to
mesh refinement at ¢ = 3 min.

(zaleznosci e; = Ch' miedzy bledem a rozmiarem ele-
mentu).

Rozklady lokalnego bledu dyskretyzacji oraz
wskaznikow blgdu, bedacych jego przyblizeniem, dla
chwili f = 3 min przedstawiono na rysunku 5. Celem
jest zobrazowanie miejsc wystgpowania duzego i ma-
lego bledu, dlatego tez nie zamieszczono skali barw
(im jasniejszy odcien szarosci tym wigkszy btad lo-
kalny). Dodatkowo zakres wartosci na rozkladzie dla
metody residualnej zostal dobrany tak, aby uzyskac
podobny efekt i jest niczgodny z tym dla bledu rze-
czywistego 1 oszacowanego metoda ZZ.

Widoczna jest niemal idealna zgodno$¢ oszacowan
z rzeczywistym bledem lokalnym. Dla rozwazane;j
przyktadowej konfiguracji btad w formie jest wigk-
szy od bledu w odlewie, chociaz nie jest to regufa.
Szczegolnie duzy biad wystgpuje w okolicy wierzchol-
kow naroznych w miejscach potaczenia wklgstych
fragmentow brzegu formy. Sa to tzw. osobliwosci
wierzcholkowe.

Rysunek 6 przedstawia rozktad bledu lokalnego

Rysunek 5. Rozklad bledu dyskretyzacji przestrzennej i jego osza-
cowan w chwili t = 3 min, a) oszacowanie ZZ, b) oszacowanie
residualne, c) blqd rzeczywisty.

Figure 5. Distribution of the error of spatial discretisation and its
estimates at t = 3 min, a) ZZ estimate, b) residual estimate, c)
actual error.

oraz jego oszacowania w obszarze odlewu w chwili ¢
=30 s. Zauwazy¢ mozna tam linig wigkszego bledu
pokrywajaca sig z polozeniem granicy migdzy ciecza
a strefy dwufazowa. Znacznie wiekszym blgdem cha-
rakteryzuja si¢ jednak okolice brzegow odlewu i glow-
nie w tych miejscach nalezy rozdrabniac siatke.

Na powyzszych rozktadach, dotyczacych zarow-
no odlewu jak i formy, zauwazy¢ mozna wplyw ksztal-
tu elementu skonczonego na blad rozwiazania. Istnie-
jatam odizolowane grupy elementéw charakteryzujace
sie¢ warto$ciami bledu kontrastujacymi z elementami
sasiednimi, przy czym elementy te sq wynikiem po-
dziatu jednego lub kilku sasiednich elementéw zgrub-
nej siatki poczatkowej. Przyczyna faktu, ze elementy
te w duzej mierze wspoldziela wartos¢ bledu, jest ich
jednakowa miara ksztattu odziedziczona po elemen-
cie macierzystym. Minimalny kat wierzchotkowy
wspomnianych elementow jest mniejszy niz w elemen-
tach sasiednich, stad wigkszy blad dyskretyzacji.

a) b) c)

R .

Rysunek 6. Rozklad bledu dyskretyzacji przestrzennej i jego osza-
cowan w obszarze odlewu w chwili t = 305, a) oszacowanie ZZ,
b) oszacowanie residualne, ¢) blqd rzeczywisty.

Figure 6. Distribution of the error of spatial discretisation and its
estimates in the cast subdomain at t = 30 s, a) ZZ estimate, b)
residual estimate, c) actual errvor.

Celem nastepnej symulacji bylo okreslenie czaso-
wej zmiennos$ci bledu catkowania po czasie oraz ja-
kosci jego oszacowania. Obliczenia wykonano ze sta-
tym krokiem czasowym rownym 0,05 s na jednorodne;j
siatce zawierajacej 2510 wezlow 1 4638 elementow.
Podobnie do poprzedniego przypadku rowniez tutaj
szacowanie bledu odbywalo si¢ co kazde 5 s czasu
krzepnigcia. W celu wyznaczenia bigdu faktycznego
rozwigzanie odniesienia otrzymywano z dziesigcio-
krotnie mniejszym krokiem czasowym rownym 0.005
s. Zmienno$¢ bledu catkowania po czasie i jego osza-
cowan zobrazowano na rysunku 7. Jednostka bledu
bezwzglednego jest [K-m].

Blad wzgledny zdefiniowany jest tu jako iloraz
||e||.lq(m i ||A71u L,(0y» Wige odnosi si¢ do normy L,
przyrostu temperatury w ramach rozwazanego kroku
czasowego. Widoczny jest szeroki przedzial zmien-
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Rysunek 7. Zmiennos¢ bledu catkowania po czasie i jego oszaco-
warl.
Figure 7. Temporal variation of the actual error of time stepping
and its estimates.

nosci bledu wzglednego rozciagajacy si¢ od kilku pro-
cent na poczgtku procesu do kilku setnych procenta
na koficu symulacji. W jeszcze wigkszym zakresie
zmienia si¢ bad bezwzgledny. Cecha charakterystycz-
ng jest gwaltowny wzrost wartosci bledu w miare zbli-
zania si¢ do chwili zakonczenia procesu krzepniecia.
Procedura automatycznego doboru kroku czasowego
powinna wychwyci¢ t¢ zmiang i odpowiednio zmniej-
szy¢ wielko$¢ kroku. Na wykresie widaé tez, ze za-
stosowana metoda szacowania bigdu daje wyniki bar-
dzo bliskie stanowi faktycznemu.

Zakres zmiennosci blgdu bezwzglednego na rysun-
ku 7 jest inny niz zakres zmienno$ci btgdu na rysunku
3. Jest to spowodowane réznymi definicjami wyko-
rzystywanych norm bl¢du: sg to odpowiednio norma
L, wyliczana na podstawie rozkladu roznicy tempe-
ratur, oraz norma energetyczna, bioraca pod uwage
rozniceg strumieni cieplnych i uwzgledniajaca parametr
materialowy A.

8. SKROCENIE CZASU OBLICZEN
W WYNIKU ADAPTACJI

W celu zademonstrowania korzysci ptynacych z
zastosowania podej$cia adaptacyjnego wykonano se-
rig symulacji réznigeych sig wykorzystywaniem lub
niewykorzystywaniem adaptacji siatki czy kroku cza-
sowego. Dla kazdego przypadku zmierzono czas ob-
liczen wykonywanych na komputerze z procesorem
AMD Athlon 1,4 GHz i 512 MB pamigci operacyjne;j.

Czasem odniesienia dla obliczen adaptacyjnych jest
czas trwania obliczen wykonywanych na jednorodnej
siatce odniesienia o umiarkowanej gestoéci i z nie-
wielkim krokiem czasowym bez stosowania adapta-
¢ji zadnego typu. Serie symulacji przeprowadzono w
dwoch wariantach rdznigcych sie gestoscia siatki, na
ktorej wykonywano poréwnywane obliczenia nicadap-
tacyjne. I tak w wariancie A4 siatka ta sktada si¢ z 18464

Rysunek 8. Sekwencja dostosowanych siatek w chwili t =30 s.
Figure 8. A sequence of adapted meshes at t = 30 s.

elementow 1 9608 wezlow i odpowiada trzykrotnie
zaggszczone) siatce zgrubnej, natomiast w wariancie
B jest to siatka 4638 elementow i 2510 weztow odpo-
wiadajaca dwukrotnemu zaggszczeniu siatki zgrubnej.
Obliczenia nieadaptacyjne przeprowadzono z krokiem
czasowym 0,05 s.

Nastgpnie wykonano obliczenia adaptacyjne, w
ktérych dopuszezono dostosowywanie siatki przy usta-
lonym kroku czasowym rownym 0,05 s. Analogicz-
nie do obliczen majacych na celu wyznaczenie bledu
rozwigzania iteracyjna procedura adaptacji siatki wy-
konywana byta co kazde 5 s krzepnigcia, czyli co 100
krokow czasowych. W wariancie A dopuszczono
wykonywanie trzech iteracji adaptacji, natomiast w
wariancie B wykonywano dwie iteracje. W efekcie
minimalny rozmiar elementu na zaadaptowanej siat-
ce odpowiada rozmiarowi elementow z jednorodnej
siatki odniesienia. Poniewaz blad dyskretyzacji prze-
strzennej mozna szacowa¢ dwiema metodami, w su-
mie wykonano cztery symulacje tego typu.

Przykiad sekwencji siatek otrzymanych w kolej-
nych iteracjach adaptacji w chwili £ =30 s dla warian-
tu A obliczen pokazano na rysunku 8. Rysunek 9
przedstawia natomiast sekwencjg¢ dostosowanych sia-
tek dla chwili 7 = 3 min.

Na kazdym z powyzszych rysunkow siatka z le-
wej to zgrubna siatka poczatkowa, od ktorej zaczyna-
ja sig obliczenia w kazdym kroku czasowym z ada-
ptacja siatki. Po uzyskaniu zgrubnego rozwiazania i
wyznaczeniu oszacowan bledu pewna liczbe elemen-
tow przeznacza sig¢ do rozdrobnienia, czego efektem
jest druga siatka itd. Rozklad ggstosci elementow jest
zgodny z rozktadem lokalnego blgdu przedstawionym
na rysunkach 6 1 5. Poniewaz blad rozwigzania w ob-
szarze odlewu jest co do wartosci bezwzglednej mniej-
szy niz btad w obszarze formy, strategia ustalonej frak-
cji wyboru elementéw do rozdrobnienia ma tendencje
do preferowania elementéw formy oraz ignorowania
elementow odlewu. Problemu tego mozna uniknaé
dokonujac wyboru elementow do podziatu w poszcze-
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Rysunek 9. Sekwencja dostosowanych siatek w chwili t = 3 min.
Figure 9. A sequence of adapted meshes at t = 3 min.

gblnych podobszarach niezaleznie, tzn. wybierajac np.
60% elementow z odlewu oraz 60% elementow z for-
my. Wynikiem tego jest zaggszczanie siatki zarowno
w formie, jak i w odlewie.

Nastgpnym etapem byly obliczenia z automatycz-
nym doborem kroku czasowego. W tym przypadku
adaptacja wykonywana byta w co drugim kroku obli-
czen. Jako poczatkowa wielkos¢ kroku czasowego
przyjeto 0,01 s. Wielkos¢ ta byta jednoczesnie trakto-
wana jako minimalny dopuszczalny krok czasowy.
Jako dopuszczalng tolerancjg btedu », przyjeto 1% w
pierwszej wersji lub 5% w wersji drugiej.

W przypadku, gdy adaptacji kroku czasowego nie
towarzyszyla adaptacja siatki, obliczenia wykonywa-
ne byty na odpowiedniej siatce odniesienia. W innym
razie sytuacja byla identyczna jak w symulacjach
wykonywanych tylko z adaptacja siatki z ta réznica,
ze teraz dostosowywanie siatki odbywalo sig¢ w co
drugim kroku czasowym na przemian z adaptacjq kro-
ku czasowego.

Zmienno$¢ wielko$ci automatycznie dobranego
kroku czasowego dla obliczen wykonanych z rozny-
mi tolerancjami biedu przedstawiono na rysunku 10.
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wiclkod¢ kroku czasowego. s

P

| | 1 1 1 |
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Rysunek 10. Wielkos¢ automatycznie dobranego kroku czasowego
dla réznych tolerancji bledu.

Figure 10. Automatically selected timestep size for various error
tolerances.
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Zmiennoé¢ dla roznych wa-
riantéw i w przypadku dodatko-
wej obecnosci adaptacji siatki
jest podobna, przedstawiono
wiec po jednym wykresie. Wy-
kresy te sa w pewnym sensie
odwroceniem wykresow zmien-
nosci bledu z rysunku 7. Wi-
doczne jest znaczne zroznico-
wanie  wielkosci  kroku
czasowego. Krok jest bardzo
maty na poczatku procesu, w
miare uptywu czasu wzrasta by
potem zacza¢ gwaltownie male¢ wraz ze zblizaniem
sie chwili zakonczenia krzepnigcia. Nastgpnie wiel-
koé¢ kroku czasowego dalej wzrasta. W okresie spo-
kojnym krok czasowy jest duzy i znacznie przewyz-
sza sensowne 0,05 s zalozone dla obliczen ze stalym
krokiem. Naturalnie wielkos¢ kroku czasowego w
danej chwili czasu jest mniejsza w przypadku nizszej
tolerancji bledu.

Zestawienie zegarowych czasow trwania obliczen
dla symulacji w wariancie A przedstawiono w tablicy
2. Obliczenia na siatce odniesienia zajgty okoto 3 go-
dzin. Zastosowanie adaptacji siatki skrocito czas ob-
liczen o mniej wiecej polowe, natomiast adaptacja
kroku czasowego zredukowala czas symulacji do 48
minut przy tolerancji 1 % oraz do 20 minut przy 5 %.
Zastosowanie polaczenia adaptacji siatki i kroku cza-
sowego pozwolito osiagna¢ jeszcze wigksze oszcezed-
nosci. W zaleznosci od tolerancji bigdu czas obliczen
skrocit sig¢ odpowiednio do 28 minut lub nawet do 8
minut.

Na czas trwania obliczen skladaja si¢ m.in. czas
wlasciwej symulacji (zdominowany sumg czasow
budowania i rozwiagzywania uktadu réwnan linio-
wych), czas wyliczania oszacowan bledu oraz czas
rozdrabniania siatki. Czas rozwigzania ukladu row-
nan iteracyjna metoda sprzgzonych gradientow, pro-
porcjonalny do liczby wykonanych iteracji, zalezy
m.in. od jako$ci rozwigzania startowego. I tak np. im
mniejszy krok czasowy At, tym rozwigzanie startowe
(rowne temperaturze z poprzedniego kroku) jest bliz-
sze poszukiwanemu rozwiazaniu z kolejnego kroku,
wigc dla takiej samej liczby wezlow w siatce liczba
iteracji bedzie mniejsza, niz przy obliczeniach z wigk-
szym krokiem czasowym. Podobnie, w kolejnych ite-
racjach zaggszczania siatki za rozwigzanic startowe
przyjmuje sig aktualne rozwigzanie interpolowane z
siatki poprzedniej, co daje jeszcze lepsze startowe
przyblizenie poszukiwanego rozwigzania. Koszt sza-
cowania bledu metoda ZZ lub residualng zalezy glow-
nie od liczby elementow w siatce, natomiast czas sza-
cowania bledu catkowania po czasie zdominowany jest
czasem trwania pomocniczych obliczen wykonywa-




Tablica 2. Skrécenie czasu obliczen w wyniku adaptacji siatki i automatycznego doboru kroku czasowego dla wariantu A

Table 2. Reduction of computation time due to mesh refinement and automatic timestep selection for the A variant

Adaptacja siatki - ZZ RES - ZZ RES = ZZ RES
adaptacja Af - - - 1 % 1% 1% 5% 5% 5%

czas obliczen, s 10749 5949 5773 2901 1688 1716 1169 488 518
2:59:09 | 1:39:09 | 1:36:13 | 4821 | 28:08 | 28:36 | 19:29 | 8:08 8:38

nych z o potowg mniejszym krokiem czasowym, kto-
ry to czas jest w przyblizeniu réwny podwojonemu
czasowi wiaSciwej symulacji w danym kroku. Czas
zaggszezania wybranych fragmentow siatki zalezy
glownie od ilosci rozdrabnianych elementow, a czas
wyznaczania nowego kroku czasowego jest pomijal-
nie matly.

Poniewaz stosunek czasu wlasciwej symulacji w
ramach wybranego kroku czasowego do czasu szaco-
wania bledu czy zaggszczania siatki zmienia sig w cza-
sie trwania symulacji, lepiej jest pordbwnywaé czasy
trwania wspomnianych operacji zsumowane po wszyst-
kich krokach czasowych. Itak np. z2901 sekund obli-
czen (tabela 2, tylko adaptacja At, 1%) 1236 sekund
przypada na wlasciwa symulacje, a 1315 sekund na
wyliczanie oszacowan blgdu catkowania po czasie. W
przypadku trwajacych 1716 sekund obliczen, w kto-
rych dodatkowo przeprowadzano adaptacje siatki (RES,
1% w tabeli 2), 553 sekundy przypadaja na wlasciwa
symulacjg, 57 sekund na szacowanie bledu metoda re-
sidualng (czas ten dla metody ZZ jest podobny), 625
sekund na szacowanie blgdu catkowania po czasie, a
222 sekundy na zaggszczanie siatki. Dla trwajacych 518
sekund analogicznych obliczen dla doktadnosci 5% jest
to odpowiednio 176, 13,1891 51 sekund.

Nalezy w tym miejscu zwréci¢ uwage na fakt, ze
dla rozwazanego zagadnienia krzepnigcia, opisanego
rownaniem przewodzenia ciepla, czasy rozwiazania
ukiaddéw rownan liniowych s bardzo krotkie — rozwig-
zanie jest osiagane po niewielkiej liczbie iteracji meto-
dy sprzgzonych gradientéw, nawet przy zastosowaniu
prostej, diagonalnej metody poprawy uwarunkowania
wstgpnego. W przypadku innych zagadnien, takich jak
np. analiza stanu napr¢zenia, metody iteracyjne moga
sprawowac sig znacznie gorzej i czas rozwigzania ukta-
du rownan o podobnym rozmiarze moze by¢ znacznie
diuzszy, nawet przy zastosowaniu bardziej wyrafino-

wanych metod poprawy uwarunkowania. Wynikiem
tego moze by¢ znacznie wigksza dysproporcja migdzy
czasem wlasciwej symulacji a czasem szacowania ble-
du czy czasem adaptacji siatki.

W tablicy 3 zestawiono czasy trwania obliczen w
wariancie B. I tutaj mozliwe sg wyrazne oszczednosci
plynace z zastosowania adaptacji, poczawszy od 27
minut dla obliczen nieadaptacyjnych do ok. 2 minut
dla kombinacji adaptacji siatki i adaptacji kroku czaso-
wego przy niskich wymaganiach co do doktadnosci.

Okazuje si¢ jednak, ze w pewnych przypadkach
oszczgdnos¢ czasu obliczen moze byé niewielka, np.
przy adaptacji siatki wykonywanej bez adaptacji kro-
ku czasowego. Przyczyna tego jest fakt, ze w warian-
cie B w wersji bez adaptacji rozmiary rozwiazywa-
nych w kolejnych krokach uktadow réwnarn liniowych
s3 male, wigc metoda sprzgzonych gradientéw daje
wynik bardzo szybko. Trudno jest w takich warun-
kach na tyle wydajnie zaimplementowaé pozostate
etapy obliczen adaptacyjnych (estymatory bledu, roz-
drabnianie siatki), aby mogty one z nig konkurowac.
W wariancie A obliczen ilo§¢ wezlow w siatce, na kto-
rej byly wykonywane obliczenia bez adaptacji, jest
wigksza (czterokrotnie) i oszczedno$ci czasu wyraz-
niej si¢ objawiaja. Jak wspomniano wyzej, efektyw-
no$¢ adaptacji w wariancie B bylaby znacznie wigk-
sza dla zagadnienia np. liniowej sprezystoSci.

Mimo znacznego skrocenia czasu obliczen rézni-
ce migdzy rozwiagzaniem odniesienia a rozwigzania-
mi uzyskanym przy zastosowaniu podejécia adapta-
cyjnego sa niewielkie. Widac¢ to na rysunku 11, gdzie
pokazano krzywe stygnigcia w wybranym punkcie
odlewu zaznaczonym kropka na rysunku 2. Jest to
wezet wyjsciowej siatki zgrubnej oraz kazdej z siatek
bedacych wynikiem adaptacji, co jest cecha zastoso-
wanej techniki rozdrabniania.

Rozwiazanie odniesienia zaznaczone jest linig cia-

Tablica 3. Skrocenie czasu obliczen w wyniku adaptacji siatki i automatycznego doboru kroku czasowego dla wariantu B
Table 3. Reduction of computation time due to mesh refinement and automatic timestep selection for the B variant

Adaptacja siatki == ZZ RES - ZZ RES = ZZ RES
Adaptacja Af = = = 1 % 1% 1% 5% 5% 5%
czas obliczen, s 1636 1612 1658 403 507 510 143 123 127
27:16 26:52 27:38 6:43 8:27 8:30 2:23 2:03 2:07
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Rysunek 11. Krzywe stvgniecia w wybranym punkcie odlewu dla
dokladnosei 1%.

Figure 11. Cooling curves for the selected point of the cast and for

the 1% error tolerance.

gla, symbole reprezentuja natomiast rozwiazania ada-
ptacyjne w dwoch wersjach: z adaptacja siatki (esty-
mator ZZ) oraz z adaptacja siatki i towarzyszaca jej
adaptacja kroku czasowego z tolerancja 1%, przy czym
aby nie zaciemnia¢ wykresu zamieszczono dane z co
piatego kroku obliczen. Odleglo$¢ migdzy sasiednimi
symbolami wskazuje na wielkos$¢ kroku czasowego i
zgodnie z oczekiwaniami punkty te sg zaggszczone w
miejscach duzej zmiennos$ci szybkoscei stygnigeia, tam

bowiem blad obcigcia metody catkowania po czasie
‘ma najwigksza warto$¢. Wyniki obliczen z wykorzy-
_Sténicm estymatora residualnego sg prawie identycz-

ne i dlatego nie zostaly zamieszczone. Ponadto, wy-
kresy dla wariantow A i B tylko nieznacznie sig roznia,
dlatego zamieszczono jeden.

Analogiczny wykres dla obliczen adaptacyjnych
wykonywanych z tolerancja btgdu czasowego 5%
przedstawiono na rysunku 12. W tym przypadku sym-
bole reprezentujg dane z kazdego kroku czasowego.
Wida¢ dobra zgodno$¢ wynikow z rozwigzaniem od-
niesienia w prawie calym przedziale czasu krzepnig-
cia z wyjatkiem jego zakoficzenia. Pewna niezgodno$c
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Rysunek 12. Krzywe stygnigcia w wybranym punkcie odlewu dla
doldadnosci 5%.
Figure 12. Cooling curves for the selected point of the cast and

Jor the 5% error tolerance.

wystepuje zwlaszeza dla kombinacji adaptacji siatki 1
kroku czasowego — krzepnigcie koficzy si¢ za wcze-
$nie. Wniosek z tego jest taki, ze 5% to w tym przy-
padku zbyt wysoka tolerancja dla bledu catkowania
po czasie.

9. PODSUMOWANIE

Wyniki symulacji wskazuja na wysoka jakos¢
oszacowan bledu rozwigzania przy zastosowaniu omo-
wionych metod, przy czym metody te dajq oszacowa-
nia bledu lokalnego w czasie, tzn. pochodzacego je-
dynie z rozwazanego kroku czasowego. Sa one
podstawa adaptacji siatki i wielkosci kroku czasowe-
go. Na podstawie serii symulacji pokazano radykalne
skrocenie czasu obliczen mozliwe dzieki zastosowa-
niu poszczegolnych technik dostosowywania lub ich
kombinacji.

Przedstawione tu podejécie adaptacyjne moze by¢
zastosowane do innych zagadnien, np. do analizy sta-
nu naprezenia, w obliczeniach mechaniki ptynow itd.
W zagadnieniach tych koszt rozwigzania wynikowych
uktadéw réwnan liniowych metodami iteracyjnymi jest
znacznie wigkszy niz dla zadan cieplnych przy po-
dobnej liczbie niewiadomych. Bierze si¢ to z wigk-
szej liczby wymaganych iteracji metody oraz wigk-
szego kosztu poprawy uwarunkowana wstepnego. W
tych przypadkach skrocenie czasu obliczen dzigki
ograniczeniu liczby niewiadomych zadania w wyni-
ku adaptacji byloby jeszcze wigksze niz przedstawio-
no dla zagadnienia krzepnigcia.

LITERATURA

Ainsworth M., Oden I., 2000, 4 Posteriori Error Estimation in
Finite Element Analysis, John Wiley & Sons, Inc.
Johnson C., Hansbo P., 1992, Adaptive finite element methods in
computational mechanics, Comput. Methods. Appl. Mech.

Engrg, 101, 143-181,

Mahnken R, Stein E., 1989, Adaptive time-step control in creep
analysis, Int. J. Num. Meth. Engng, 28, 1619-1633.

Nagorka A., Sczygiol N., 2003, Applicability of incomplete explicit
residual error estimates in adaptive finite element simula-
tions of solidification, Mat. 1. Konf. ADMOS 03, /nter-
national Conference on Adaptive Modeling and Simula-
tion, Goteborg.

Sczygiol N., 2000, Approaches to enthalpy approximation in nu-
merical simulation of two-component alloy solidification,
Computer Assisted Mechanics and Engineering Sciences,
7,717-734.

Zienkiewicz O., Zhu J., 1987, A simple crror estimator and ada-
ptive procedure for practical engineering analysis, /nt. J.
Num. Meth. Engng., 24, 337-357.

Zienkiewicz O., Zhu J., 1992, The superconvergent patch recove-
ry and a posteriori error estimates. Part 1. The recovery
technique, /nt. J. Num. Meth. Engng., 33, 13311364,

Artykul otrzymano 13 lutego 2004 1.

—-22 -




	0204_240716104336_001
	0204_240716104336_002
	0204_240716104337_003
	0204_240716104337_004
	0204_240716104338_005
	0204_240716104338_006
	0204_240716104338_007
	0204_240716104339_008
	0204_240716104339_009
	0204_240716104339_010
	0204_240716104340_011
	0204_240716104340_012
	0204_240716104341_013
	0204_240716104341_014
	0204_240716104341_015

