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NUMERYCZNE MODELOWANIE I SYMULACJA PROCESU
WYTWARZANIA FORMY PIASKOWEJ W ODLEWANIU
METODA TRACONEGO MODELU

JErRZY ROJEK

NUMERICAL MODELLING AND SIMULATION OF SAND MOULD MANUFACTURE
PROCESS IN LOST FOAM CASTING

Abstract

This paper presents a numerical model of sand mould manufacture process in lost foam casting. The
mould filling with sand and Band compaction by vibration are modelled using spherical (in 3D) or
eylindrical (in 2D) discrete elements. The motion of discrete elements is described by means of Newton-
Euler equations of rigid body dynamics. Rigid particles interact among one another with contact forces.
Numerical simulation predicts defects of the mould due to insufficient sand compaction around the
pattern. Combining the discrete element model of sand with the finite element model of the pattern allows
us to detect possible distortion of the pattern during mould filling and compaction. Results of numerical
simulation are validated by comparison with experimental data.

1. WSTEP

Odlewanie metoda traconego modelu (zwana row-
niez metoda petnej formy lub metoda zgazowywanego
modelu, ang. lost foam casting) jest technologia, w ktorej
stosuje si¢ model ze spienionego polistyrenu (styropia-
nu), pozostajacy w formie piaskowej w trakcie zale-
wania. Model jest wytapiany 1 zgazowywany poprzez
ciekty metal. Metal wypelnia wneke formy, zastgpujac
model i odwzorowujac jego ksztatt. Metoda ta ma licz-
ne zalety w porownaniu z innymi technologiami od-
lewniczymi. Do zalet nalezy m.in. mozliwos¢ uzyska-
nia odlewu o duzej doktadno$ci wykonania, brak

koniecznosci stosowania obrobki mechanicznej odle-
wu, wyeliminowanie rdzeni, mozliwo$¢ wykonania od-
lewow o skomplikowanych ksztaltach. Metoda traco-
nego modelu daje tym samym duzg swobodg
projektantowi, niedostgpna w innych technologiach
odlewniczych. Z drugiej jednak strony metoda ta po-
siada rowniez swoje trudnosci, do ktorych zaliczaja si¢
problemy, zwiazane z wytworzeniem odpowiedniej for-
my piaskowe;j.

Proces wytwarzania formy rozpoczyna sig od
umieszczenia modelu na warstwie piasku. Model jest
zasypywany do catkowitego pokrycia suchym sypkim
piaskiem. Piasek w celu zaggszczenia poddaje sig wi-
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bracji. Po zaggszezeniu piasku forma moze by¢ zale-
wana metalem.

Zageszczanie formy piaskowej poprzez wibracje jest
jednym z wazniejszych etapow procesu odlewania
metodg traconego modelu i moze mie¢ zasadniczy
wplyw na jako$¢ odlewu. Wibracja ma zapewnié¢ od-
powiednig i rownomierng ggsto$¢ piasku oraz dopro-
wadzi¢ do wypelnienia przez piasek wszystkich wnek
wokot modelu. Dodatkowym problemem, ktory moze
wystapi¢ w trakcie wytwarzania formy piaskowej, jest
mozliwos¢ odksztatcenia sig modelu styropianowego,
prowadzaca do defektow ksztaltu odlewu. Nie istniejg
Sciste reguty dobrania odpowiednich parametrow i spo-
sobu wibracji, dlatego proces wibracji ustala si¢ meto-
da prob 1 bledow.,

W pracy zostanie przedstawiony model obliczenio-
wy, ktory ma da¢ mozliwo$¢ projektowania procesu
wytwarzania formy piaskowej w sposdb bardziej
racjonalny. Model obliczeniowy umozliwia symulacje
zasypywania modelu piaskiem i zaggszczania piasku
poprzez wibracjg.

Innym problemem, na ktory nalezy zwréci¢ uwagg,
jest mozliwos¢ odksztalcenia modelu na skutek nierow-
nomiernego rozktadu obciazenia w czasie zasypywania
1 wibracji. Mozliwos¢ badania tego zjawiska jest row-
niez dostgpna w modelu numerycznym, prezentowa-
nym w niniejszej pracy.

2. PODSTAWOWE ZALOZENIA MODELU
NUMERYCZNEGO

Celem opracowanego modelu matematycznego jest
symulacja procesu zasypywania formy piaskiem oraz
zaggszezania piasku poprzez wibracje. Zjawiskami fizy-
cznymi, z ktérymi mamy do czynienia, jest przepltyw
materiatu sypkiego (piasku) wokot sztywnych lub od-
ksztatcalnych obiektow (model, skrzynka) pod wply-
wem sit cigzko$ci oraz drgan skrzynki.

Model numeryczny oparty jest na metodzie elemen-
tow dyskretnych w jej odmianie wykorzystujace;j ele-
menty o ksztatcie kul (w modelu trojwymiarowym) lub
walcow (w modelu dwuwymiarowym). Piasek repre-
zentowany jest jako zbior czastek przemieszczajacych
si¢ pod wplywem obcigZenia zewnetrznego i wzajem-
nego oddziatywania migdzy soba poprzez sity kontak-
tu. Uwzglednione jest oddzialywanie kontaktowe za-
rowno w kierunku prostopadtym do powierzchni styku,
jak i spowodowane tarciem oddziatywanie w kierunku
stycznym. Metoda elementéw dyskretnych jest po-
wszechnie uznanym narzgdziem do modelowania ma-
terialow sypkich (Cundall i Strack, 1979), (Campbell,
1990), (G. Mustoe, 1992), (Williams i O’Connor, 1999).

Sposrod roznych mozliwosei modelowania, wigez-
nie z modelami kontynualnymi, wydaje sig¢, ze model
numeryczny zbudowany w oparciu o metodg elemen-

tow dyskretnych bedzie stanowil najlepsze narzedzie
do badania zaggszczania piasku. W trakcie tego proce-
su, drgania podloza wzbudzaja ruch czastek poprawia-
Jacy ich upakowanie, co daje w efekcie wzrost gesto-
sci. Trudno byloby uwzglednié efekt poprawy
upakowania ziaren piasku stosujac sformulowanie w
ramach mechaniki osrodka ciaglego.

W opracowanym algorytmie metody elementow
dyskretnych jest mozliwos¢ stosowania czastek o roz-
nych wymiarach, co pozwala uwzglegdnié rozktad wiel-
kosci ziaren piasku, aczkolwiek nie pretenduje si¢ do
reprezentacji pojedynczych ziaren piasku poprzez czast-
ki modelu numerycznego. Testy numeryczne pokazu-
ja, ze model sktadajacy si¢ z czastek znacznie wick-
szych niz ziarna piasku oddaje dobrze makroskopowe
cechy ruchu materiatu sypkiego. W modelowaniu nu-
merycznym dazy si¢ do stosowania mozliwie duzej licz-
by elementow o jak najmniejszych wymiarach, jednak
zbyt duzy model moze prowadzi¢ do bardzo dlugich
czasow obliczen.

Algorytm metody elementow dyskretnych zostat im-
plementowany w sposob umozliwiajacy tworzenie mo-
deli taczacych metodg elementow dyskretnych z meto-
da elementow skonczonych. Dzigki temu jest mozliwe
badanie odksztalcania modelu dyskretyzowanego elemen-
tami skonczonymi w trakeie sypania i zaggszezania pia-
sku modelowanego elementami dyskretnymi.

3. SFORMULOWANIE METODY
ELEMENTOW DYSKRETNYCH

Algorytm metody elementow dyskretnych wykorzy-
stujacy sztywne elementy cylindryczne lub sferyczne
zostat sformutowany przez Cundalla (Cundall i Strack,
1979; Cundall, 1988). W niniejszej pracy wykorzysty-
wany jest wlasny algorytm, implementowany w pro-
gramie metody elementow skornczonych Simpact, opar-
tym na jawnym catkowaniu rownan ruchu (Rojek i in.,
2001).

3.1. Rownania ruchu

Ruch postgpowy 1 obrotowy sferycznych i cylin-
drycznych elementow dyskretnych (rys. 1) jest opisa-
ny za pomocg rownan dynamiki ciata sztywnego New-
tona-Eulera, ktore dla i-tego elementu mozna zapisac¢
W nastgpujacej postaci:

m; = F, (D)

]
liw; =T, (2)

gdzie u jest wektorem przemieszczenia srodka cigzko-
sci elementu w nieruchomym kartezjanskim ukladzie
odniesienia X, w jest wektorem pregdkosci katowej, m
jest masg elementu (czastki), / jest masowym momen-
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Rysunek 1. Ruch sztywnej czqstki.

tem bezwladnosci, F jest wektorem sity wypadkowej i
T jest wypadkowym momentem sit. Wektory F i T
stanowig sumg wszystkich sit i momentow, dzialaja-
cych na i-ty element, pochodzacych od obciazenia ze-
wnetrznego, oddzialywania kontaktowego z sasiednimi
elementami i innymi obiektami, jak rowniez uwzgled-
niaja sity o charakterze thumienia. Posta¢ rownania opi-
sujacego ruch obrotowy (2) jest prawdziwa dla ele-
mentow sferycznych i cylindrycznych i jest uproszczona
w stosunku do og6lnej postaci rownania Eulera dla do-
wolnego ciala sztywnego, ktorego inercja obrotowa jest
charakteryzowana poprzez tensor drugiego rzgdu.

Réwnania ruchu (1) i (2) sg catkowane w czasie
przy zastosowaniu jawnego algorytmu roznic central-
nych. Operacja catkowania réwnania ruchu postgpo-
wego (1) w kroku n-tym wykonywana jest wedtug na-
stepujacego schematu:

K
.- jl i
u =— 3
= 3)
u}1+1/2 s I:l;rfl/Z + 'lll;-’Af (4)
uf_1+l — u;z i l-l;lH/ZAt (5)

i

Dwa pierwsze kroki w schemacie catkowania row-
nania ruchu obrotowego (2) sa analogiczne do rownan

(3)i(4):

. ™
i =" (6)

i
w{1+1/2 :__w?—l/Z +Ci){1At (7)

Dla ptaskiego ruchu obrotowego catkowity kat ob-
rotu 6, moze by¢ wyznaczony w sposob analogiczny
jak wektor przemieszczenia u;:

9;i+1 — e:i + (.IJ?H/?'At (8)

W przypadku ruchu trojwymiarowego, polozenie
katowe nie moze by¢ zdefiniowane zadnym wektorem
— predko$¢ katowa w nie moze by¢ catkowana, por.
(Argyris, 1982). Polozenie katowe ruchomego ukladu
wspolrzednych x; zwigzanego z cialem sztywnym
wzgledem nieruchomego uktadu odniesienia X mozna
okresli¢ za pomoca macierzy obrotu A,

X=Ax, )
Macierz obrotu A; moze by¢ uaktualniana wedlug

nastepujacego algorytmu, por. (Argyris, 1982), (Ben-
son i Hallquist, 1986):

Ab,

1

:w}wl!ZAt (10)

sin|AG;| A5 1 - cos|Ad; _—
1 1
6] | A0; "2

AN, = cos|AG; 1 +

(1)
AT = KA XY (12)

gdzie AG= {AQK Af, AY, }r oznacza wektor przyro-
stowego (malego) obrotu, AA jest macierzg przyrosto-
wego obrotu, a A jest antysymetryczng macierzg zde-
finiowana w nastgpujacy sposob '

0 -0, Ad,

AG=| AB, 0 —Af,
~A0, AD,

(13)

Nalezy podkresli¢, ze znajomos¢ catkowitego obro-
tu czastki kulistej lub cylindrycznej w wielu przypad-
kach nie jest konieczna; czgsto wystarcza znajomos¢
przyrostowego obrotu zdefiniowanego wektorem A6,
Wtedy kroki (11) i (12) sa zbyteczne, co zmniejsza
znacznie koszt numerycznego catkowania rownan ru-
chu obrotowego wzglgdem czasu.

3.2. Wyznaczenie oddzialywania
kontaktowego

Sily oddziatywania kontaktowego sa obliczane dla
wszystkich par czastek, ktore stykaja si¢ ze soba. Sity
wystepujace w miejscu styku czastek oznaczonych
indeksami 1 i 2 mozna oznaczy¢ jako wektory sit F i
F,, ktore zgodnie z trzecia zasada dynamiki Newtona
spetniaja zalezno$¢:

F=-F, (14)

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy F = F, i roz-
tozymy site F na sktadowa normalng i styczng do po-
wierzchni styku, odpowiednio F, i F; (rys. 2)

F=F, +F,=Fn+F,
gdzie n jest jednostkowym wektorem prostopadtym do
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Rysunek 2. Rozklad sily kontaktu na skladowe normalng i stycz-
nq.

powierzchni styku rozpatrywanych czastek, przy czym
przyjmiemy, ze jest on skierowany na zewnatrz czast-
ki 2.

Sily oddzialywania kontaktowego w kierunku nor-
malnym i stycznym, F, 1 F;, sg wyznaczane na podsta-
wie przyjetego modelu kontaktu pomigdzy dwoma ku-
lami lub walcami. Model oddziatywania kontakowego
przyjgty w niniejszej pracy mozna przedstawi¢ sche-
matycznie w sposob pokazany na rysunku 3. Model
ten zdefiniowany jest poprzez state moduty sztywnosci
w kierunku normalnym k, i stycznym k;, wspolczynnik
tarcia Coulomba ¢ 1 wspotezynnik thumienia wiskoty-
cznego dla oddzialywania kontaktowego ¢,

Rysunel 3. Model oddzialywania kontaktowego pomigdzy czqst-
kami.

Ttumienie oddzialywania kontaktowego rozprasza
energi¢ Kinetyczng zderzajacych sig czastek i zmniej-
sza wystepujace w ukladzie drgania. W stosowanym
modelu zatozono jego dziatanie dla kontaktu w kierun-
ku normalnym, w kierunku stycznym rolg rozprasza-
nia energii kinetycznej spetniajg sity tarcia.

Zgodnie z przyjetym modelem mozna roztozy¢ nor-
malna sitg oddzialywania kontaktowego F, na czgs¢
sprezystg F,, 1 czgs¢ okreslajaca wielkos¢ thumienia F,,

F, st T, (15)

Czes¢ sprezysta I jest proporcjonalna do modutu
sztywnosci w kierunku normalnym k, i do penetracji
(przenikania) powierzchni zewngtrznych rozpatry-
wanych czastek u,, w miejscu styku

F.=ku (16)

norn’

Dla czastek o ksztalcie kuli lub walca wzajemna
penetracj¢ mozna wyznaczy¢ z rownania
u,=d-—r —ry; (17
gdzie d jest odleglo$cia srodkow czastek, ar ir, saich
promieniami. W rozpatrywanym modelu wyklucza si¢
sily kohezji, wige oddziatywanie kontaktowe moze za-
chodzi¢ tylko przy Sciskaniu w kierunku normalnym

F_<0. (18)

Jesli jest spetniony warunek u,,, < 0, do wyznacze-
nia silty normalnej stosuje si¢ rownanie (16). W prze-
ciwnym przypadku mamy F, = 0.

Przyjeto, ze ttumienie w oddziatywaniu kontakto-
wym ma charakter wiskotyczny (lepkosciowy) i jest
proporcjonalne do wzglednej predkosci czastek w kie-
runku prostopadtym do powierzchni stykuv,,

I o (19)
przy czym predkos¢ v, wyznacza sig¢ w nastgpujacy
sposob

vr‘n =(l:l2 _ﬁl)'n (20)
a)
A [[E]|
ara
b)
AIE]
LLUE]
kT
u;

Rysunek 4. Zaleznos¢ sity tarcia od poslizgu a) prawo Coulom-
ba, b) regularyzowane prawo Coulomba.
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Wielkos¢ tlumienia moze by¢ okre$lona w stosunku
do tlumienia krytycznego dla uktadu dwoch mas m, i
m, potgczonych sprezyng o sztywnosci &, por. (Taylor

1 Preece, 1992),
mym-k
Cﬂ_ =2 helidtin
\ my +my (21)

Sifa kontaktu w kierunku stycznym F, jest wywola-
na tarciem przeciwdzialajacym poslizgowi w miejscu
styku. Poslizg jest charakteryzowany poprzez sktado-
wa styczng wzglednej predkosci stykajacych sig punk-
tow dwoch czastek v, ktora jest dana nastgpujacym
wzorem:

V=V, -VvXN, (22)

v, = (0, +w, X1y, )= () + @, xr,,) (23)

gdzie u; i U, sg predkos$ciami liniowymi $rodkow
mas czastek, w, 1 w, sa predkosciami katowymi cza-
stek, a r,, i r,, sq wektorami taczacymi srodki mas z
punktami kontaktu. Catkujac wzglgdna predkos¢ stycz-
ng v, wzgledem czasu otrzymuje si¢ catkowity poslizg
(catkowite wzgledne przemieszczenie styczne w punk-
cie kontaktu) u,,

Zgodnie z klasycznym prawem Coulomba sita tar-
cia ||FT|| jest proporcjonalna do sily normalnej F,, co
mozna zapisac jako:

[Er(| = w&,| (24)

Rysunek 4a przedstawia wielko$¢ sity tarcia |Fr|
dla statej sity nacisku normalnego F, w funkcji posli-
zgu u,; zgodnie z modelem tarcia Coulomba. Stosowa-
nie tej zaleznosci w modelu numerycznym prowadzi
do niefizycznych oscylacji ze zmianami kierunku pred-
kosci poslizgu. Aby temu zapobiec konieczna jest regu-
laryzacja prawa tarcia Coulomba. Jedna z mozliwych
procedur regularyzacyjnych zaklada rozktad wzgled-
nej predkosci posdlizgu v, na cz¢$¢ odwracalng v/
inicodwracalng v/ :

V=V vl (25)

Wychodzac z zalozenia (25), formuluje sig zagad-
nienie tarcia w sposob analogiczny do zagadnienia sprg-
zyste-plastycznosci. Zaleznosc sity tarcia od poslizgu
dla modelu tarcia Coulomba po regularyzacji jest po-
kazana na rysunku 4b. Analogia zagadnienia tarcia do
zagadnienia sprezysto-plastycznosci pozwala zastoso-
wac do wyznaczania wielkosci sity tarcia algorytmy nu-
meryczne, opracowane dla wyznaczania napr¢zen w
materiale sprezysto-plastycznym. Algorytm obliczania
sity tarcia rozpoczyna si¢ od wyznaczenia wartosci prob-
nej:

F';i".aj = F;z[d = kTVJ.TAf (26)

a nastgpnie sprawdzany jest warunek poslizgu

q)!."laf = HF;:‘”“I

~WF,| 27)

Jezeli ¢l = 0, wartos¢ sity tarcia jest rOwna war-
tosci probnej
: ;;rwn- w ;ﬂrr‘al , (28)
a w przeciwnym przypadku koryguje si¢ wartos¢ sity
tarcia wedlug nastepujacego wyrazenia:

trial
FreY — ulF i
r u| ”1 trial

[F2 (29)

3.3. Tarcie toczne

Model tarcia poslizgowego nie wprowadza Zadnego
oporu przy toczeniu bez poslizgu, tzn. gdy wzgledna
predko$¢ w kierunku stycznym w miejscu styku v,
jestrowna zeru. W stosowanym modelu kontaktu opor
toczenia spowodowany tarciem tocznym jest uwzgled-
niony w sposob przyblizony, poprzez mimosrodowe
przesunigcie a, reakcji normalnej F, (rys. 5) dajace
moment oporu M o wielkosci proporcjonalnej do tego
przesuniecia i do sity normalnej

M :a|‘F:w\' (30)

Rysunek 5. Opor toczenia spowodowany mimosrodowosciq re-
akeji normalnej.

3.4. Tlumienie zewnetrzne

Opisane wezesniej thumienie oddziatywania kontak-
towego mozna traktowac jako thumienie wlasne (we-
wnetrzne) materiatu sypkiego. Oprocz tego w modelu
mozna zdefiniowac thumienie, majgce charakter thumie-
nia zewngtrznego, reprezentujgce opor osrodka, w kto-
rym poruszajq sig czastki. Tlumienie to rozprasza ener-
gi¢ kinetyczna wszystkich czastek, bez wzgledu na to,
czy znajdujg si¢ w kontakcie z innymi czastkami lub
obiektami.

W przyjetym modelu wprowadzono thumienie ze-
wnetrzne, zarowno wiskotyczne (lepkosciowe) jak i
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niewiskotyczne (nielepkoséciowe). W obydwu przypad-
kach cztony wprowadzajace thumienie Ft.“"””f’ i Tl.d‘””f’

sq dodane do réwnan ruchu (1)1 (2)

miﬁi — F; @ F}d(rmp (3 ])

]f(b;‘ - T; + T,-dm”‘” , (32)

przy czym cztony uwzgledniajace thumienic sa dane
nastepujacymi wyrazeniami:
* dla thumienia wiskotycznego

P‘j{iﬂfﬂ[} = _al’f’nfl:li (33)

Tidamp 5 —(X‘J’.I';(bl- (34)

¢ dla thumienia niewiskotycznego

Erlamp = —g™ “F,””::_'H (35)
i

Py
T = 36)
1

gdzie a¥, @, a™ i a™" sq odpowiednimi wspolczynni-
kami tlumienia. Na podstawie roéwnan (33)—(36) moz-
na zauwazyc, ze zarowno ttumienie wiskotyczne, jak i
niewiskotyczne przeciwdziata ruchowi czastek, sity thi-
mienia sa skierowane w kierunku przeciwnym do pred-
kosci czastek. Roznica migdzy przyjetymi w modelu
rodzajami thumienia jest w okresleniu wielkosci oporu.
Ttumienie wiskotyczne jest proporcjonalne do predko-
Sci czastek, natomiast thumienie niewiskotyczne jest
wyznaczane jako utamek dziatajacej na czastkg wy-
padkowej sity i wypadkowego momentu.

Zalozenie odpowiedniej wielkosci thumienia jest bar-
dzo istotne do uzyskania quasi-statycznego zachowa-
nia si¢ materialu, reprezentowanego przez zbior cza-
stek.

3.5. Stabilno$¢ numeryczna

Jawne catkowanie rownan ruchu wzgledem czasu
charakteryzuje sig duzg efektywnoscig obliczeniowa,
dlatego metody jawne umozliwiaja stosowanie duzych
modeli obliczeniowych. Znang niedogodnoscig tych
metod jest ich warunkowa stabilnos¢ numeryczna. Sche-
mat catkowania numerycznego rownan ruchu wzgle-
dem czasu jest stabilny, jesli przy dowolnych warun-
kach poczatkowych i braku obcigzen zewngtrznych,
po dowolnie wielu krokach catkowania wszystkie prze-
mieszczenia sa ograniczone. W przypadku warunko-
wej stabilno$ci numerycznej krok calkowania At nie
moze by¢ dluzszy niz pewien graniczny krok zwany
krokiem krytycznym Az,

At<At,,., (37)

ktory zalezy od najwyzszej czgstosei drgan wtasnych
systemu dyskretnego @

2
Aoy =— (38)

max

Jesli w uktadzie wystegpuje thumienie, krytyczny krok
jest dany nastepujacym wyrazeniem:

My =2 [W—&J (39)

max

gdzie parametr &, okreslajacy wielkos$¢ tlumienia, sta-
nowi stosunek wielkosci wystgpujacego thumienia do
tlumienia krytycznego, dla drgan swobodnych o
czgstotliwosci @,

Dokladne wyznaczenie najwyzszej czgstosci wia-
snej w,,, wymagaloby rozwigzania zagadnienia drgan
wlasnych calego systemu mas (czastek), potaczonych
sprezynami o sztywnos$ci okreslonej dla kontaktu mig-
dzy czastkami. Sprezyny wystgpowalyby tylko mig-
dzy stykajgcymi sig czgstkami. W podej$ciu przy-
blizonym zagadnienie drgan wtasnych moze by¢
zdefiniowane oddzielnie dla kazdej czastki

m;r; +kir; =0, (40)
gdzie

m, = {m;m,m 1 1 L},

r = {(u,); (u_y)i (u.); (6), (9»). @), 7

a k, sq macierzami sztywnosci zawierajacymi uwzgled-
niajacymi sprezystosc kontaktow ze wszystkimi styka-
jacymi sig czastkami sasiednimi. Rownanie (41) defini-
uje wektory m; i r; dla czastki kulistej w przestrzeni
trojwymiarowej. Dla czastki walcowej w zagadnieniu
ptaskim odpowiednie wektory sg zdefiniowane jako:

m, = {m, m I}, r = {(u), (”y)i 63" (42)
Rownanie (40) prowadzi do nastgpujacego zagad-
nienia wlasnego

(41)

kr,=A mpr, (43)
gdzie wartodci whasne A, (j =1, .. ., 6 w zagadnieniu
przestrzennym, i/ =1, 2, 3 w zagadnieniu plaskim) sg
kwadratami czgstosci wlasnych drgan swobodnych:

A =wh (44)

W zagadnieniu przestrzennym, 3 z 6 czgsto$ci w,
odpowiadaja drganiom liniowym, a 3 pozostale drga-
niom obrotowym.

W implementowanym algorytmie zalozono nastgp-
ne uproszczenie. Maksymalna czesto$¢ drgan wiasnych
jest okreslona dla systemow dwu mas potaczonych spre-
zynami. W ten sposob mamy rownania ruchu z jed-
nym stopniem swobody, oddzielnie rozpatrywane sa
drgania liniowe i obrotowe:
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mgii, +k,u; =0, (45)

1B+ k0 =0, (46)

Przyjeto, ze drgania liniowe sa wynikiem oddziaty-
wania kontaktowego normalnego, stad w rownaniu (45)
wystgpuje sztywno$¢ kontaktu w kierunku normalnym
k,. Drgania obrotowe sg z kolei wynikiem oddziatywa-
nia kontaktowego stycznego. Przy tym zalozeniu moz-
na znalez¢ zalezno$¢ pomigdzy sztywno$cia kontaktu
w kierunku stycznym &, 1 wystgpujaca w rownaniu (46)
sztywnoscig obrotowa kq

k, =k, (47)
gdzie r jest promieniem czastki.

Czestos$¢ whasna drgan liniowych @, jest okreslona
nastgpujacym wyrazeniem:

k”
W, = [— (48)

a czestos¢ wlasng drgan obrotowych w, mozna uzy-
skac z nastgpujacego rownania:

3
Wy = \/1:" (49)

Przy momencie bezwtadnosci kuli wynoszacym

a (50)

I =—mr
5

1 sztywnosci sprezyny katowej k,, danej wyrazeniem
(47), czgstos¢ wlasna drgan obrotowych w, moze by¢
obliczona z nastgpujacego wyrazenia:

Sk
(=] = (51)

2m;

Jezeli k,= k,, czgsto$¢ wlasna drgan obrotowych w,
jest jest okoto 1,6 razy wyzsza niz czgsto$¢ wlasna
drgan liniowych w,, dana réwnaniem (48), a to znaczy,
ze krok krytyczny dla ruchu obrotowego jest tyle samo
razy mniejszy od kroku krytycznego obliczonego dla
ruchu postgpowego, por. rownanie (38). Aby uniknaé
tego niekorzystnego uwarunkowania kroku krytyczne-
go przez czestos¢ whasna drgan obrotowych, w opra-
cowanym algorytmie numerycznym skaluje sie odpo-
wiednio cztony bezwladnosciowe obrotowe. Koncepcja
skalowania obrotowych cztondw inercyjnych jest po-
wszechnie stosowana dla elementéw powlokowych,
por. (Hughes, 1987).

.3.6. Algorytm automatycznego wykrywania
kontaktu

Duze przemieszczenia wzajemne czgstek w meto-
dzie elementow dyskretnych powoduja koniecznosé
aktualizacji kontaktujacych si¢ par czastek. Poszuki-

wanie musi by¢ automatyczne i musi si¢ cechowa¢ duza
efektywnoscia, gdyz w przeciwnym przypadku niemoz-
liwa by byta symulacja przy zastosowaniu wiekszych
modeli. Proste podejscie, polegajace na sprawdzeniu
mozliwosci kontaktu kazdej czastki ze wszystkimi po-
zostatymi czastkami, bytoby bardzo nieefektywne; koszt
obliczeniowy takiego algorytmu bytby proporcjonalny
do n?, gdzie n jest liczba elementow. W opracowanym
algorytmie sprawdzenie mozliwosci kontaktu jest po-
przedzone sortowaniem przestrzennym wszystkich ele-
mentow, opartym na strukturach quad-tree (dla mode-
lu ptaskiego) i oct-tree (dla modelu przestrzennego).
Posortowanie zbioru umozliwia tatwe zidentyfikowa-
nie znajdujacych si¢ w poblizu elementow — sprawdze-
nie mozliwosci kontaktu ogranicza sig tylko do tak zna-
lezionego sasiedztwa. Koszt obliczeniowy takiego
algorytmu jest proporcjonalny do »n In .

3.7. Obliczanie gestoS$ci

Jednym z interesujacych wynikow symulacji pro-
cesu produkcji formy jest rozktad gestosci, pokazujacy
cfektywnos$¢ zaggszezania piasku. Dla obliczenia ge-
stoéci lokalnej konieczne jest przyjecie pewnego ob-
szaru kontrolnego, dla ktorego zostanie obliczona $red-
nia ggstos¢. W opracowanym modelu przyjeto obszar
o ksztatcie kuli lub walca, o srodku pokrywajacym sie
ze $Srodkiem masy rozpatrywanej czastki i zawierajacy
pewne otoczenie tej czastki, jak pokazano na rysunku
6. Wtedy $rednia gestosc jest wyznaczana na podsta-
wie nastgpujacego wyrazenia:

(1) szc-“Vom
==

WY =v.=¥, - X7 (s2)

c J
Wystepujace w wyrazeniu (52) przecigeia (wspolne
czesei) obszaru kontrolnego 1 czastek I7j-”) sg oblicza-

ne przy zastosowaniu doktadnych formut analitycznych.

obszar kontrolny'

Rysunek 6. Definicia obszaru kontrolnego dla obliczenia ge-
stosci.
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3.8. Symulacja zageszczania piasku poprzez
wibracje

W symulacji procesu zaggszczania rozpatruje sig
ruch piasku wywotany wibracja skrzynki odlewniczej.
Mozna ten proces rozpatrywac wzglgdem nieruchome-
go uktadu odniesienia X (rys. 7).

MX =F (53)
lub tez, przyjmujac jako uktad odniesienia ruchomy
uktad wspotrzednych x zwigzany ze skrzynka

Mx =F - Ms (54)

X

Rysunek 7. Nieruchomy i ruchomy uklad odniesienia w symula-
¢ji wibracyjnego zageszczania piasku.

4. PRZYKLADY NUMERYCZNE

Algorytm numeryczny metody elementéw dyskret-
nych zostat implementowany w programie metody ele-
mentow skonczonych Simpact (SIMPACT, 1997) z jaw-
nym catkowaniem rownan ruchu wzglgdem czasu.
Implementacja ta byta mozliwa dzigki podobienstwu
algorytmow catkowania rownan ruchu. W efekeie otrzy-
mano program numeryczny umozliwiajacy stosowanie
modeli faczacych metodg elementow dyskretnych z
metoda elementow skonczonych.

Przeprowadzono wiele obliczen testowych wyko-
rzystujac opracowany model numeryczny. Przedsta-
wione testy weryfikuja rézne aspekty modelu nume-
rycznego, wazne dla symulacji produkcji form
piaskowych w odlewaniu metoda traconego modelu.
W pierwszym przykladzie sprawdzono poprawno$e
odwzorowania waznej cechy makroskopowej piasku,
jakq jest naturalny kat usypu. W drugim przykladzie
badano ruch piasku, wymuszony przez wibracjg skrzyn-
ki odlewniczej. W trzecim przykladzie badano odksztal-
canie si¢ modelu przy zasypywaniu piaskiem i wibra-
cyjnym zaggszczaniu, Ostatni przyktad sprawdza
mozliwo$é symulacji duzych zagadnien przestrzennych.
Wyniki wszystkich obliczen numerycznych poréwna-
no z wynikami doswiadczen.

4.1. Wyznaczanie kgta naturalnego usypu
piasku

Przeprowadzono proste badania do$wiadczalne,
majace na celu wyznaczenie kata naturalnego usypu
dla réznych rodzajow piasku, stosowanych w roznych
odlewniach do produkeji form w procesach odlewania
metoda traconego modelu (rys. 8). Otrzymano warto-
éci kata usypu w zakresie od 25° do 36°, przy czym
najnizsza warto$c¢ 25-26° charakteryzuje sztuczny ma-
terial sypki Cerabead o regularnym ksztalcie ziaren.

Rysunek 8. Doswiadczalne wyznaczanie kqta naturalnego usy-
pu piasku: a) piasek rzeczywisty, b) piasek sztuczny.

W celu weryfikacji modelu numerycznego przepro-
wadzono symulacje tych testow, stosujac model dwy-
wymiarowy (rys. 9). Piasek byl reprezentowany przez
zbiér 10700 elementow walcowych o srednicy od 1 do
4,5 mm; przyjety rozmiar czastek w modelu numerycz-
nym jest okoto czterokrotnie wigkszy od rozmiaru zia-
ren piasku. Rozklad wielkosci czastek przyjgto zgodnie
z rozkladem wielkosci ziaren piasku rzeczywistego uzy-
skanym w analizie sitowej.
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b)

Rysunek 9. Numeryczne wyznaczanie kqta naturalnego usypu piasku: a) konfiguracja poczqtkowa, b) konfiguracjia koncowa.

Tablica I. Parametry modelu do wyznaczania kqta naturalnego usypu piasku.

/J k,, k'," k,‘:, k;"r‘, ) P nvt nvr
kg;‘m3 N/m N/m it ¢ N/m N/m # § < i “
2400 7.101 710 0,8 1,0 2.10° 2104 0,35 0,95 0,1r 0,03 0,3

Test ten mial rowniez na celu dobranie parametrow
modelu, w celu uzyskania pozadanego zachowania
makroskopowego zbioru elementow dyskretnych
modelujgcych piasek. Parametry modelu gestosc p,
sztywnos¢ kontaktu migdzy czastkami k, i k,, wspol-
czynnik tarcia Coulomba m, wspotczynnik thumienia
kontaktu x, sztywno$§¢ kontaktu migdzy czastkami a
powierzchniami innych obiektow /i k£, wspolczyn-
nik tarcia Coulomba p, wspotczynnik thumienia w kon- -
takcie migdzy czastkami a powierzchniami &7, para-

a0

=

o

metr mimosrodowosci reakcji normalnej a, wspotczyn-
niki thamienia zewnetrznego ™ i @™ zamieszczono w
tablicy 1.

W analizie numerycznej otrzymano kat naturalnego
usypu wynoszacy 25° (rys. 9b), co jest bardzo bliskie
wartosciom rzeczywistym otrzymywanym w ekspery-
mentach. Idealna prawie zgodnos¢ wystepuje dla piasku
sztucznego, ktorego ziarna s najbardziej regularne.

b)

Rysunek 10. Zestaw rur stosowanych w eksperymencie, a) definicia geometrii, b) widok rur
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4.2. Ruch piasku w rurach poziomych
wzbudzony przez wibracje

Przeprowadzono symulacje numeryczng przemiesz-
czania sig piasku w poziomych rurach (rys. 10) umiesz-
czonych w skrzynce odlewniczej i zasypanych piaskiem
pod wpltywem drgan skrzynki w kierunku pionowym o
czestotliwosei 50 Hz 1 amplitudzie przyspieszenia 150%
przyspieszenia grawitacyjnego. Wyniki badan doswiad-
czalnych przedstawia rysunek 11.

W analizie numerycznej badano ruch piasku jedy-
nie w rurze o najwigkszej srednicy. Wykorzystano mo-
del dwuwymiarowy, w ktorym zastosowano 64 000
czastek walcowych o réznej srednicy (rozklad wielko-
sci ziaren przyjeto proporcjonalnie do wynikow anali-
zy sitowej piasku rzeczywistego). Wyniki analizy nu-
merycznej sa pokazane na rysunku 12. Mozna
zauwazy¢, ze wyniki numeryczne rowniez w tym przy-
padku charakteryzuja si¢ duzg zgodnoscig z wynikami
doswiadczalnymi.

a)tr=0s

| 5

c)t=20s

4.3. Odksztalcanie si¢ modelu w trakcie
produkeji formy

Przeprowadzono badania doswiadczalne i numerycz-
ne odksztatcania si¢ modelu w procesie produkc;ji for-
my piaskowej. W badaniach wykorzystano model cze-
$ci o bardzo prostej geometrii w ksztalcic odwroconej
litery L. Ksztalt i ustawienic modelu miaty utatwic wy-
stgpienie duzych odksztalcen w trakcie zasypywania
go piaskiem (rys. 13a). Podczas wibracji piasek wypet-
nia wngke pod pozioma potka i wyréwnuje nieco naci-
skina model zmniejszajac jego odksztalcenie (rys. 14a).

Podobne odksztalcenie modelu otrzymuje si¢ w prze-
prowadzonej symulacji numerycznej. Wyniki nume-
ryczne sq przedstawione na rysunkach 13b i 14b. Na
rysunku 13b przedstawiony jest odksztatcony model z
niczapelniong piaskiem wneka pod pozioma polka. a
rysunek 14b pokazuje ksztalt modelu i wypelnienie for-
my piaskiem po wibracji. Wskutek drgan piasek prze-
micscit sig, wypelniajgc przestrzen wokol modelu i
zmniejszajac jego odksztalcenie. Rysunki 13 i 14 po-
kazuja bardzo dobra zgodnos$¢ migdzy wynikami anali-
zy numerycznej 1 wynikami badan doswiadczalnych.

b)r=5s

L i

d)r=40s

Rysunek 11. Ruch piasku w rurach poziomych wzbudzony przez wibracje — wyniki doswiadczalne.
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a)t=0s ' i T

Ae—u

11 cm ‘ 17 crﬁl
|

S0 e =40
Rysunek 12. Ruch piasku w rurach poziomych wzbudzony przez wibracje - wyniki numeryczne.

Analiza numeryczne byla przeprowadzona przy uzy-

) : Tablica 2. Wlasciwosci styropianu.
ciu modelu plaskiego, tgczacego metode elementow

dyskretnych i metodg elementow skonczonych. Para- p E
metry dla modelu piasku byly podobne jak w poprzed- kg/m® MPa !
nim przyktadzie. Model styropianowy zostat zdyskre- 12 6.4 0,35

tyzowany czworokgtnymi elementami, modelujacymi

a) b)

ST T
e

Rysunek 13. Odksztalcony model po zasypaniu piaskiem: a) doswiadczenie, b) symulacja numervezna.
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Rysunek 14. Odksztalcony model po wibracji: a) doswiadczenie, b) symulacja numeryczna.

plaski stan odksztalcenia. Ggstos¢ styropianu wynosi
oraz jego wlasnosci sprezyste, okreslone przez modut
Younga E i wspotczynnik Poissona v zamieszczono w
tablicy 2.

4.4. Symulacja warstwowego zasypywania
trojwymiarowego modelu '

Badano doswiadczalnie i numerycznie zasypywa-
nie trojwymiarowego modelu o ksztalcie pierScienia wraz
z pozioma polka, pokazanego na rysunku 15. Piasek
dodawano do skrzynki odlewniczej warstwami, a mig-
dzy sypaniem kolejnych warstw skrzynke poddawano
wibracji. Dla zaznaczenia warstw stosowano odpowied-
nio zabarwiony piasek. Na rysunku 16a pokazano prze-
kroj rzeczywistej formy piaskowej z widocznymi war-

a)
50

10]

A

20

stwami piasku. W analizie numerycznej uzyskano po-
dobne ulozenie warstw piasku, co jest widoczne nary-
sunku 16b.

Przyktad ten pokazuje efektywnos$¢ numeryczna
opracowanego algorytmu i mozliwosc¢ jego stosowania
do duzych modeli — w tym przypadku piasek modelo-
wano stosujac 180 tysigcy czastek.

5. PODSUMOWANIE

«  Numeryczny model, oparty na metodzie elemen-
tow dyskretnych, wykorzystujacy elementy o ksztal-
cie kul i walcow, daje dobre wyniki w zastosowaniu
do testowych przyktadow produkcji form piasko-
wych w procesach odlewania metody traconego
modelu. Wyniki numeryczne wykazuja duzg zgod-
no$¢ z wynikami doswiadczalnymi.

b)

Rysunek 15. Tréjwymiarowy model: a) definicja geometrii, b) styropianowy model.
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Rysunek 16. Przekroj przez forme z widocznymi warstwami piasku: a) doswiadeczenie, b) symulacja numeryczna.

+ Mozliwa jest symulacja zasypywania formy pia-
skiem, jak i zaggszczania piasku przez wibracjg.

+ Symulacja numeryczna daje mozliwos¢ przewidze-
nia mozliwosci defektow formy wskutek niewtasci-
wego wypelnienia wnek wokot modelu piaskiem.
Implementacja komputerowa, pozwalajaca taczyé
w modelowaniu metode elementow dyskretnych z
metoda elementow skonczonych, stwarza mozliwosc
badania mozliwych odksztalcen styropianowego
modelu w trakcie produkcji formy.

«  Wyznaczanie optymalnych parametréw procesu pro-
dukcji form, np. kierunku, czestotliwosci, amplitu-
dy i czasu drgan wymaga dalszych prac badawczych.

+  Aczkolwiek algorytm numeryczny charakteryzuje sig
duzg efektywnoscig obliczeniowa, analiza procesu
zaggszezania piasku jest dlugotrwala, co w chwili
obecnej ogranicza zastosowanie metody do stosun-
kowo prostych geometrii. W przyszlosci planowane
sq prace nad wprowadzeniem obliczen rownolegtych.
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