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PROBABILISTIC THEORY OF SCREENING OF PARTICLES GROWTH

Abstract

The study of grains growth during a phase and structural transformations has essential importance for
materials science and engineering. The existing Kolmogorov theory covers growth of grains on the assump-

tions of the geometric similarity of particles, their convex shape and uniform geometric distribution in
space. The statistical theory is presented in the work, allowing to analyze the transformations kinetics in the
case that the grains have arbitrary shapes and the arbitrary distribution of the linear growth rate on their
surfaces. The case study of modeling of the growth of grains with disk and rod morphology is demonstrated.

1. WPROWADZENIE

W literaturze naukowej dobrze jest znana metoda
modelowania krystalizacji i parametrow struktury,
wykorzystujaca statystyczna teori¢ krystalizacji (Kot-
mogorow, 1937). Ze wzgledu na zalozenia (wypukly
ksztalt czastek, ich podobienstwo geometryczne i in.)
teoria ta nie moze by¢ jednak stosowana na przyktad
w przypadku krystalizacji czastek kilku sktadnikow
struktury o roznej morfologii i zréznicowanej pred-
kosci wzrostu.

Statystyczna teoria Kolmogorowa jest stosowana
nie tylko w zakresie badania przemian fazowych w
materiatach, ale rowniez wszedzie tam gdzie wyste-
puja procesy zarodkowania i wzrostu (w tym nawet w

biologii). Wiele lat trwaja proby rozszerzenia tej teo-
rii tak, aby ujmowata ona rowniez wzrost obszarow,
ciat czy populacji o dowolnych ksztaltach i dowol-
nych rozktadach predko$ci migracji granic. Osiagnig-
cia w tym zakresie sg nieznaczne, gdyz sprowadzajq
sig tylko do rozwiazania analitycznego ujmujacego
wzrost jednowymiarowy (Andrienko i1in., 1992), adla
zadan 2D i 3D opracowane sa na razie tylko modele
numeryczne wykorzystujace metode Monte-Carlo
(Shepilov i Baik, 1994; Pusztai i Granasy, 1998).

Celem niniejszej pracy jest uogolnienie statystycz-
nej teorii Kotmogorowa dla wzrostu czastek o dowol-
nym ksztalcie. Przyktadem zastosowania proponowa-
nej uogdlnionej teorii moze postuzyé model
krystalizacji w ukladzie wielofazowym lub wzrost
czastek o dowolnym ksztalcie.
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2. ANALIZA KINETYKI PRZEMIAN
FAZOWYCH

Powierzchnia kontaktu rosnacych czastek z faza
macierzystg najpierw sig zwieksza, osiggajgc wartosé
maksymalna, a nastgpnie si¢ zmniejsza az do zera z po-
wodu zderzen wzajemnych czastek. Podobny przebieg
z reguly ma szybko$¢ przemiany, niezaleznie czy jest
mierzona jako zmiana udziatu objgtosei lub masy pro-
duktow przemiany.

Predkos¢ migracji frontu przemiany jest przede
wszystkim funkeja termodynamicznej sity pednej,
mierzonej przechlodzeniem, czyli réznica pomigdzy
temperaturg faktyczng i temperaturg réwnowagi fa-
zowe] oraz zalezy od szeregu parametrow kinetycz-
nych (Fras, 1992; Kedzierski, 2003). Wartosci te moga
zmienia¢ si¢ w czasie. Pole temperatury w odlewie,
na przyktad zalezy od konkurencyjnych procesow
generowania ciepla przemiany i jego odprowadzania
do formy. Zmiennos¢ temperatury rownowagi fazo-
we] w ukladzie spowodowana jest segregacja sklad-
nikow stopu.

Pierwsze modele oparte na teorii geometryczno-
probabilistycznej, w ktorych uwzglednione zostaly
zjawiska zarodkowania ziaren i ich wzrostu byty opu-
blikowane w latach 30. ubiegtego stulecia i byly zwia-
zane z badaniami krystalizacji materialow metalicz-
nych. Najczgsciej cytowanymi i najbardziej znanymi
wsrod publikacji na ten temat sa: notatka teoretyczna
Kotmogorowa (1937), artykut Johnsona i Mehla
(1939), oraz seria artykutow Avramiego (1939, 1940
11941). W pracach tych wykorzystano metody proba-
bilistyczne 1 uwzgledniono wzajemne natozenie geo-
metrycznych obszarow, ktore w czasie wzrostu za-
chowuja podobienstwo do ksztaltu ziaren rosnacych
w cieczy swobodnie.

Dos¢ cickawg histori¢ wymienionych powyzej
publikacji przedstawia Belenkij (1980). Kolmogorow
(1937) podal matematycznie $cisty (i elegancki) spo-
sob wyprowadzenia rownania kinetycznego krystali-
zacji. Rok pozniej Mehl przedstawil komunikat o
modelu, opracowanym we wspotautorstwie z Johnso-
nem. Model Johnsona i Mehla, ktory faktycznie jest
Jjedynie przypadkiem szczegdlnym rownania Kotmo-
gorowa, zostal opublikowany w roku 1939. Opubli-
kowanie tej pracy spowodowato fale krytycznych opi-
nii. Jednym z krytykdéw byl whasnie Avrami, ktory w
serii swoich artykutow (1939-41) podwazat wykorzy-
stane przez Johnsona i Mehla zalozenia wyjsciowe.
Chociaz wiele lat pozniej Belenkij (1980) udowodnit
Jjednak, ze przyjete przez Avramiego zalozenia sa bled-
ne, aktualnie w wigkszosci publikacji angielskojgzycz-
nych podstawowe réwnanie teorii statystycznej kry-
stalizacji mozna spotkac pod nazwami (od pierwszych

liter nazwisk) A, JM, IMA, a rzadziej jako K, KIMA
lub IMAK, np. Weinberg i Birnie (1996a), Humph-
reys i Hatherly (1996) i Lusk i Jou (1997).

2.1. Statystyczna teoria krystalizacji

Kotmogorow (1937) opisal metodg, ktora uwzgled-
nia charakter losowy kontaktow pomigdzy rosngcymi
czastkami, zaproponowat ogdlne rownanie kinetycz-
ne oraz podal przyklady jego zastosowania dla dwoch
najprostszych regut zarodkowania i wzrostu czastek
fazy stalej. Kotmogorow zaproponowal ,,pierwszy
i najbardziej elegancki sposob” wyprowadzenia row-
nania kinetycznego krystalizacji. Praca ta jest przy-
ktadem publikacji klasycznych.

Roéwnanie Kotmogorowa, ktore okresla rzeczywi-
sty udziat objgtosci produktow przemiany v, zwykle
zapisuje si¢ w postaci:

vs= 1 —exp [(-Q(7)] (2.1)

gdzie €2 jest funkcja, ktorej wartoscia $2(t) dla dane-
go czasu t jest tzw. objetoscig obszaru ,,przedtuzone-
go”, czyli objgtoscia wzgledng generujacych model
czgstek produktow przemiany (ang. ,.extended volu-
me”). Bedziemy ja dalej nazywac ,,objetoscia geome-
tryczng”. Jest to taka sumaryczna objgtos¢ wzgledna
(w odniesieniu do jednostki objgtosei przestrzeni),
ktora moglyby zaja¢ wszystkie czastki razem, pod wa-
runkiem zachowania mozliwosci ich swobod-nego
wzrostu (z zachowaniem rozktadu predkosci wzrostu
na powierzchni i ksztattu, bez zderzen z sasiadami i
bez wzajemnego blokowania):

Q)= Y o) (2:2)

gdzie w; jest funkcja, ktorej wartoscia w; () dla dane-
g0 czasu T jest objeto$¢ geometryczna rosngeej czast-
ki i generujacej model (sumowanie obejmuje wszyst-
kie czastki), ¥ — objgtosc obszaru analizowanego.
Roéwnanie (2.1) pozwala okresli¢ prawdopodobien-
stwo, ze w danej chwili procesu losowy punkt objgto-
ci analizowanej trafi do obszaru przemienionego.

Warto$¢ takiego prawdopodobienstwa jest rowna

udziatowi objetosci produktu przemiany. Przeanalizuj-

my te postulaty, na ktorych zostalo oparte wyprowa-
dzenie Kolmogorowa i przeanalizujmy, jakie skutki
moze mie¢ brak ich spetnienia i czy mozna poszerzy¢
zakres stosowania teorii statystycznej?

W pracy tej przyjeto nastgpujace zatozenia:

P1. Istnigje obszar o objgtosci V, ktory poczatkowo
(przy T = 0) jest calkiem wypetniony przez fazg
macierzysta. Z uplywem czasu cz¢sc tego obsza-
ru o objetosci V() zajmujg czastki produktu prze-
miany.
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P2. Objetos¢ dowolnej czastki w; jest znacznie mnicj-
szaniz V.

P3. W dowolnej czgsci obszaru fazy macierzystej o
objetosci Vy, < V - V(1) powstaja centra przemia-
ny — zarodki. Prawdopodobienstwo powstania w
tym obszarze w czasie At dokladnie jednej czgst-
ki jest rowne:

p =a(tl,, At+o(At)

(Mozna udowodnic, ze warto$cig graniczng funk-
cji a(r) przy VyAr = 0 jest objgtosciowa szyb-
ko$¢ zarodkowania.) Prawdopodobienstwo poja-
wienia si¢ wiekszej ilosci zarodkow o (Ar) jest
wartoscia nieskonczenie matg wyzszego rzedu w
relacji do Ar. Prawdopodobienstwo to nie zalezy
od rozmieszczenia zarodkow, ktore powstaly
wczesnie].

P4. Ziarna sa wypukle.

P5. Wektor u predkosei liniowej przemieszezania si¢
powierzchni kazdej czastki w kierunku fazy cie-
kiej zalezy od czasu 7 i kierunku n:

u(t,n)=k(t) c(n)

gdzie k(r) — funkcja skalarna, ktora zalezy jedy-
nie od czasu, a ¢(n) — wektor, modut ktorego za-
lezy jedynie od kierunku.

Ostatni postulat oznacza, ze czastki nickoniecznie
muszg mie¢ postac¢ kulista i moga mie¢ rozne rozmia-
ry zaleznie od momentu ich zarodkowania. Ograni-
czeniem jest koniecznos¢ zachowania geometryczne-
go podobienstwa wszystkich czastek i ich jednakowa
orientacja w przestrzeni: zgodnie z (2.3) predkos¢ li-
niowa wzrostu poszczegolnych czastek obecnych w
obszarze fazy macierzystej w tym samym momencie
czasu 1 w tym samym kierunku musi by¢ jednakowa.
Mozna to nazwa¢ wymaganiami jednolito$ci ksztaltu
(podobienstwa geometrycznego) i jednolitosci orien-
tacji przestrzennej czastek generujacych model. Brak
zachowania jednolito$ci ksztaltu lub orientacji rosna-
cych czastek o podobnym ksztalcie dalej bedzie na-
zywany ,,wzrostem niekotmogorowskim”.

W warunkach rzeczywistych czastki podczas wzro-
stu nie zawsze zachowuja swa symetri¢ oraz ksztalt
pierwotny, poniewaz ich wzrost w roznych kierunkach
jest hamowany przez sasiednie czastki. Takie kolizje
pomigdzy czastkami i ograniczenie ich wzrostu w roz-
nych kierunkach maja charakter losowy. Objgtos¢ geo-
metryczna czastki, ktora rozpoczglta swoj wzrost w
czasie t;, w dalszym momencie czasu ¢ Wynosi:

(2.3)

3
am S| |
; =-3—c3 Jk(r}ft (2.4)
I
gdzie ¢ — wspotczynnik ksztattu.

Przy zachowaniu przyjgtych wyzej oznaczen wla-
$ciwa objeto$¢ geometryczna wszystkich czastek
(suma objetosci geometrycznej poszezegolnych cza-
stek podzielona przez objetos¢ poczatkows fazy ma-
cierzystej) wynosi (Kotmogorow, 1937):

3

t &y
Q:%ncjju(t’ jr’((’f)d”f dr’ (2.5)
0 I

gdzie calkowanie w nawiasach wykonuje si¢ od cza-
su zarodkowania /',

W takim przypadku rownanie (2.1) przyjmuje na-
stgpujaca postac ogolna:

; 3

[
vg =1—exp f}“a‘ja(z’ jk(r)dr dt’ | (2.6)
0 !

Danymi wejsciowymi dla modelu Kolmogorowa
sq wige szybkos$¢ zarodkowania (w funkceji czasu) oraz
zalezno$¢ predkosci wzrostu czastek od czasu i kie-
runku. Na podstawie tych danych rownanie (2.6) po-
zwala wyznaczyc¢ stopien przemiany w funkeji czasu.

Rownanie Kotmogorowa (2.6), pod warunkiem
spetnienia wszystkich powyzszych postulatow (P1 do
P5), opisuje dokfadnie nie tylko krystalizacje metali,
ale rowniez kinetyke roznych przemian fazowych,
a nawet wzrost kolonii mikroorganizmow. Model Kot-
mogorowa ma charakter statystyczno-geometryczny
i jest niezalezny od uktadu fizycznego, natury i regut
procesow zarodkowania i wzrostu. Mozliwe zakresy
zastosowania tego rownania i odpowiednia bibliogra-
fig przedstawit Ramos i in. (1999). Warto zauwazyc,
ze wyprowadzenie przedstawione przez Kotmogoro-
wa jest bardzo lakoniczne, za$ artykul nie zawiera wy-
starczajacego wyjasnienia sensu fizycznego i znacze-
nia przyjetych zalozen, a ponadto nie dotyczy
rownolegtego wzrostu Kilku sktadnikow struktural-
nych.

2.2. Wzrost niekolmogorowski

Przyktadem wzrostu niekolmogorowskiego moze
by¢é krystalizacja w stopie wicloskladnikowym.
W przypadku kilku produktow przemiany, dla kazde-
go powstajacego skladnika struktury, oznaczanego in-
deksem k, wedtug Longi (1989):

de = deQk

Po scatkowaniu (2.7) otrzymuje si¢ udziaty objg-
tosci poszczegdlnych sktadnikow struktury:

(2.7)

Q (1)
Vi (f ) = J. e*Q(Qk )ko
0
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r 1Q,
v ()= [ 0O Eok o 2.8
e .8)

gdzie Q, — objetosé geometryczna czastek skladnika
k(2= ;Qk )

Udzial objetosci fazy macierzystej zgodnie z (2.1)
jest rowny:

VA,{ (T): e“.Q(T) (29)
Pochodna (2.9) po czasie:
dvy _dQ o dQ

= e =-—Vy
dr dt dt

z czego wynika, ze:

dinvy,  dQ

dt dt

W wyniku catkowania powyzszego wzoru po cza-
sie na odcinku t do t + At otrzymujemy doktadng za-
leznos¢:

v (t+At)= vy (t)-e_’m

gdzie AQ = Q(r + Ar)-Q(r)
Przyrost objetosci produktow przemiany jest row-
ny ilosci zanikajacej fazy macierzystej:

i Av; = vy, (r)(l g T )
i=1

Suma rozniczek dv, dla wszystkich produktow
przemiany wynosi:

idvi =V ide
i=l i=1

Po podzieleniu (2.7) na (2.11) dla poszczegdInych
produktow przemiany uzyskujemy:

(2.10)

(2.11)

dQ . n
dv, = k% gy,
k 40 ; i

Po przeksztalceniu do schematu roéznicowego z
uwzglednieniem (2.10) otrzymujemy:
AQ

Avk = VMAQA' : _Aeg

W przypadku przemian sprzgzonych, gdy stosu-
nek wielkosci udzialu objgtosciowego pojedynczego
nowego skfadnika do ogdlnego udzialu objgtosciowe-
go wszystkich produktow przemiany jest wartoscia
stala, wzor réznicowy (2.12) jest doktadnym rozwia-
zaniem catki (2.8). Mozna to bezposrednio udowod-

(2.12)

ni¢ za pomocg zamiany zmiennej catkowania na €2(r):

j’e—Q(T)(_[%LdT = f%(l _ 679(1))

. d

W takim zagadnieniu udzial objetoSciowy czastek
kazdego rodzaju mozna okreslic bezposrednio:

Vi :%‘—(lﬁe_g)

Analogiczny wynik otrzymali Kasuya i in. (1999)
dla rozpadu fazy macierzystej na skladniki, w przy-
padku gdy stosunek objetosci produktow przemiany
jest wartoscig stala. Niestety powyzsza analiza nie bie-
rze pod uwagg, iz podczas krystalizacji wiclofazowej
moze nie zosta¢ spelnione wymaganie postulatu P5 —
rownanie (2.3), dotyczace jednolitosci ksztaltu ziaren.
Dlatego wyniki modelowania na podstawie rownania
(2.8) mogg by¢ obarczone blgdem.

Praca Kolmogorowa czg¢sto stanowi podstawe do
modelowania mikro-makro procesow krystalizacji sto-
pow technicznych. Praktyka niestety wykazuje, ze teo-
ria ta jest stosowana czasem bez nalezytego zrozu-
mienia i analizy jej mozliwosci. Wyniki modelowania
beda poprawne pod warunkiem przestrzegania wszyst-
kich wymienionych powyzej zatozen (P1 do P5). Je-
zeli dowolny z tych postulatow nie zostanie spelnio-
ny, istnieje mozliwos¢ powstania wigkszego lub
mniejszego odchylenia systematycznego wynikow
do$wiadczalnych otrzymanych dla wzrostu niekotmo-
gorowskiego od zaleznosci (2.6), (2.8) i (2.13), co
zostanie omowione dalej.

(2.13)

3. PROBABILISTYCZNA TEORIA
WIELOFAZOWEGO
I ANIZOTROPOWEGO WZROSTU

3.1. Ekranowanie wzrostu czastek

Najczesciej odchylenie wynikow doswiadczalnych
od klasycznej teorii Kolmogorowa i rownania (2.6) w
praktyce jest zwiazane z niespetnieniem postulatu
podobienstwa geometrycznego, ksztattu wypuklego,
jednolitej orientacji anizotropowych czastek w prze-
strzeni lub jednolitosci predkosci wzrostu. Szczegd-
lowa analiza zalozen Kotmogorowa oraz skutkéw ich
nieprzestrzegania zostata wykonana przez Belenkije-
go (1980). Bedziemy dalej korzystali z pojecia czastki-
agresora, ktore zostato wprowadzone w tej monogra-
fii. Agresorem w odniesieniu do punktu nalezacego
do fazy macierzystej jest czastka, ktora na skutek swe-
go wzrostu moze zajac ten punkt.

Belenkij udowodnit, iz (pod warunkiem speknie-
nia postulatow Kolmogorowa) w sytuacji, gdy jaka-
kolwiek czastka B jest w stanie zablokowac dla czast-
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ki A mozliwo$¢ zajecia punktu przestrzeni O, sama
czastka B staje sig agresorem dla tego punktu weze-
$niej niz czastka A. Sytuacja taka jest przedstawiona
na rysunku 3.1a, gdzie czastka B za-
jeta punkt przestrzeni O, blokujac

analityczne zostalo podane jedynie dla zadania wzro-
stu jednowymiarowego. W pracy Andrienko i in.
(1992) podkresla sig brak rozwigzania analitycznego
dla zadan dwuwymiarowych. W celu modelowania

mozliwo$¢ zajgeia tego punktu przez
czastke A. Jezeli nie zostanie spelnio-
ne wymaganie ksztattu wypuklego

czastek badz ich jednolitego roz-
mieszczenia w przestrzeni, to czastka )
B, nie bedac sama agresorem dla
punktu O, jest w stanie zablokowac
dziatanie zaborcze” potencjalnego
agresora A lub, innymi slowy, ckra-
nowac¢ wzrost czastki A w kierunku
punktu O. Sytuacja taka, ktora zosta-
ta przedstawiona na rysunku 3.1b i c,
nosi nazwe ekranowania (ang. scre-
ening, shadowing lub shielding). Be-
lenkij (1980) udowodnit, iz niespel-
nienie wymienionych postulatow
Kotmogorowa powoduje, ze ocena
iloéci produktow przemiany wg row-
nania (2.6) jest zawyzona. Pomaga to
zrozumie¢ schemat przedstawiony na rysunku 3.1c.
Rownanie Kotmogorowa (2.6) okresla prawdopodo-
bienstwo tego, ze losowy punkt O trafia do obszaru
geometrycznego przynajmniej jednej z czastek. Punkt
O narysunku 3.1¢ znajduje si¢ wewnatrz obszaru geo-
metrycznego czastki A, ale w rzeczywisto$ci na sku-
tek dziatan blokujacych czastki B, ktora sama punktu
O nie zajmuje, pierwsza z tych czastek przestaje by¢
agresorem w odniesieniu do tego punktu.

Fragment obszaru geometrycznego ekranowanej
czgstki-agresora, odcinany przez przeszkode ekranu-
jaca, w literaturze przyjeto nazywaé fantomem. Punkt
O na rysunku 3.1c nalezy do fantomu czastki A. Z
tego powodu w przypadku niejednolitego rozmiesz-
czenia czastek w przestrzeni, lub gdy czastka ma wklg-
sty ksztalt, klasyczne rownanie Kotmogorowa daje
zawyzong oceng. Warto$¢ blgdu jest réwna prawdo-
podobienstwu tego, ze losowy punkt wybrany w jesz-
cze nie zajetej przez rosngce czastki czesci przestrze-
ni macierzystej trafi do fantomu. Podobny skutek
(zawyzenie oceny) ma brak jednolitego rozktadu pred-
kosci wzrostu na powierzchni wszystkich czastek.

Doktadne rozwiazanie analityczne uwzgledniaja-
ce ekranowanie dla zarodkowania natychmiastowego
i ciaglego oraz wzrostu z r6zng predkoscia kilku ro-
dzajow czastek-produktow przemiany otrzymano je-
dynie dla zadania jednowymiarowego (Andrienko i
in., 1992).

Poczynajac od monografii Belenkijego (1980), te-
mat ekranowania podczas wzrostu czastek byl podej-
mowany niejednokrotnie, ale niestety rozwiazanie

b)

c)

Rysunek 3.1. Schemat ekranowania przy niejednolitym umieszczeniu czqstek w przestrze-
ni: a) jednolite rozmieszczenie czqstek w przestrzeni — fantomy nie powstaja; b) brak fan-
tomu — uwzglednienie blokowania wzrostu; ¢) fantom pokazany liniq przerywang.

wzrostu w przestrzeni dwuwymiarowej dla rowno-
miernego rozktadu predkosci wzrostu autorzy tej pra-
cy stosuja numeryczny eksperyment obliczeniowy.

Shepilov i Baik (1994) opublikowali wyniki mo-
delowania numerycznego w uktadzie tréjwymiaro-
wym dla zagadnienia zarodkowania i wzrostu czastek,
majacych ksztatt elipsoid. W pracy tej pokazano, ze
dla niewielkiego stopnia anizotropii (stosunek diugo-
Sci gltownych osi elipsoidy @ < 2) ocena otrzymana
za pomoca rownania Kolmogorowa z punktu widze-
nia praktycznego ma wystarczajacq dokladnosc. W sy-
tuacji, gdy wskaznik anizotropii jest wysoki (a = 5),
doktadno$c¢ jest juz niezadowalajgca. Autorzy tej pra-
cy rowniez podkreslajg istnienie rozwiazania analitycz-
nego jedynie dla przestrzeni jednowymiarowe;j.

Modelowanie numeryczne, ktore zostalo przepro-
wadzone z wykorzystaniem tego rozwiazania anali-
tycznego, potwierdzito, ze kinetyka wzrostu ekrano-
wanego moze istotnie sie rd6zni¢ od kinetyki wzrostu
nieckranowanego wtedy, gdy wystgpuja duze réznice
predkosci wzrostu liniowego czastek. Przyktadowo,
gdy relacja predkosci wynosi 1 : 5, maksymalny blad
sigga ok. 0.09,

Pusztai i Granasy (1998) przedstawili numerycz-
ny model kinetyczny wzrostu w przestrzeni n-wymia-
rowej z uwzglednieniem zarodkowania, ruchu po-
wierzchni czastek oraz wzajemnego blokowania ich
wzrostu. Model jest oparty na metodzie Monte-Catlo,
a obliczenia sa przeprowadzane w n-wymiarowym
prostopadtoécianie z zastosowaniem siatki o wielko-
$ci N" elementow. Wnioski otrzymane w wyniku mo-
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delowania wzrostu losowo orientowanych czastek elip-
tycznych sa podobne do wnioskow Shepilova i Baika
(1994).

Szereg prac na temat problemu blokowania i wzro-
stu niekotmogorowskiego czastek, wykonali Weinberg
i Birnie (1996a, 1996b i 2000), Birnie i Weinberg
(1996a, 1996b) oraz Weinberg i in. (1997, 2002). Je-
dyne znane rozwigzanie analityczne dla wzrostu troj-
wymiarowego mozna znalez¢ w pracy Birnie 1 Wein-
berga (2000). W przedstawionym w tej pracy zadaniu
rozpatrzono wzrost niewielkiej ilosci czastek o ksztal-
cie anizotropowym w fazie macierzystej, zawieraja-
cej rosngce czastki izotropowe. Uzyskane rozwigza-
nie nie uwzglgdnia mozliwo$ci ekranowania
fragmentow szybkiego wzrostu na powierzchni cza-
stek anizotropowych przez wolniej rosngce fragmen-
ty powierzchni czastek tego samego rodzaju.

Aktualnie wiec nie istnieje rozwigzanic analitycz-
ne zadania ekranowania wzrostu czastek podczas prze-
mian fazowych dla dowolnych ksztattoéw wzrostu tréj-
wymiarowego. Model stuzgcy dla opisu powyzszego
zagadnienia zostanic przedstawiony nizej.

3.2. Statystyczna teoria ekranowania

Podstawg niniejszej pracy jest okreslenie prawdo-
podobienstwa powstania fantomow i wplywu tego zja-
wiska na objeto$¢ obszaru przedhuzonego rosnacych
czastek generujacych model, ktory bierze udziat w
tworzeniu obszaru przemienionego. Wprowadzimy w
tym celu pojecie czynnego obszaru przedtuzonego,
ktory powstaje po pomniejszeniu obszaru przedtuzo-
nego o fantom.

Skorzystamy teraz ze sposobu udowodnienia row-
nania (2.1) zaproponowanego przez Kotmogorowa
(1937), korzystajac ze schematu przedstawionego na
rysunku 3.2. Punkt losowy nalezat bedzie do obszaru
nieprzemienionego, jezeli nie zostanie on zajgty przez
czynny obszar geometryczny ani jednej z czastek po-
szczegolnych produktow przemiany. Prawdopodo-
bienstwo tego, ze punkt wybrany losowo w obszarze
analizowanym o objetosci V, znajdzie sig w czynnym
obszarze przedtuzonym czastki 7, o obj¢tosci w';, wy-
nosi:

pi=— (3.1)

Zgodnie z twierdzeniem o mnozeniu prawdopodo-
bienstw zdarzen niezaleznych, prawdopodobienstwo
tego, ze punkt losowy nalezy do obszaru nieprzemie-
nionego jest rowne:

N
g=T10-p) (3.2)

=

gdzie mnozenie nalezy przeprowadzi¢ po wszystkich
obecnych czastkach (od | do N).

Na rysunku 3.2 przedstawiono kilka przyktadow
wzajemnego oddziatywania obszarow geometrycz-
nych rosngcych ziaren. W kazdym z nich wspolna stre-
fa kilku czynnych obszaréw geometrycznych zazna-
czono kreskowaniem, natomiast fantomy zostaty
wydzielone odcieniem szarym. Granicy dendrytow A
i B w momencie ich zderzenia zobrazuje linia przery-
wana. Od tego momentu wzrost obszarow geometrycz-
nych dendrytow powoduje powstanie fantomow P, i
Py oraz rozrastanie si¢ wspolnej strefy ich obszardéw
geometrycznych. W drugim przypadku zarodek ziar-
na kulistego D znajduje si¢ wewnatrz ziarna kulistego
C, wielkosc¢ ktorego w momencie zarodkowania D
pokazano linig przerywana. Z powodu wigkszej pred-
kosci migracji granicy ziarna D jest ono zdolne do
utworzenia fantomu Py,. Czastki E i F sa przyktadem
wzrostu kotmogorowskiego. Jezeli zarodkowanie F
odbywa sie, na przyktad, doktadnie na granicy rosna-
cego ziarna E, to zgodnie z postulatem P5 fantom nie
powstaje, a cala czynna przestrzen geometryczna F
jest elementem z przestrzeni czastki E.

Logarytmujac strony wyrazenia (3.2), otrzymuje-
my:

N
Ing=In(l-p;)
i1

Jezeli objetos¢ kazdej czastki jest wyraznie mniej-
sza w od objgtosci poczatkowej (w/V << 1), mozna

wowczas zastosowac wzor przyblizony 1n(l —X)=—x:

N
Ing = =3 p; (3.3)
=]

Natomiast udzial objgtosciowy produktow przemia-
ny wynosi:

N
-Xpi
yo=l-g=l-g i (3.4)

co jest zgodne z przedstawionym wcze$niej zapisem
rownan (2.1) oraz (2.2).

Jezeli wiec znane beda wiclkosci czynnych objgto-
$ci geometrycznych poszezegolnych czastek, to po pod-
stawieniu, w postaci (3.1), ich sumy do (3.4) otrzyma
si¢ rownanie kinetyczne dla wzrostu niekolmogorow-
skiego (jednak pod warunkiem speknienia postulatow
P1-P3, czyli dla matych czastek z rownomiernym lo-
SOWym rozmieszczeniem w przestrzeni analizowane;j).

Okre$lmy prawdopodobienstwo powstania fanto-
mu, czyli mozliwo$¢ ekranowania strefy szybkiego
wzrostu na powierzchni jednej czastki przez inng po-
wierzchnie, ktéra ma mniejsza predkos¢ wzrostu li-
niowego.
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Rysunek 3.2. Schemat oddziahnwania powierzchni ziaren i mozliwosci generowania fantomow w miejscu kontaktu dwoch czqstek.

Niech punkt O na powierzchni obszaru geome-
trycznego czastki przerastajacej (2) znajduje si¢ w od-
legtosci x od powierzchni czastki blokujacej (1), jak
narysunku 3.3. Przyjmiemy, ze predko$¢ migracji gra-
nicy czastki 1 w tym punkcie wynosi u,, a na po-
wierzchni czastki 2 przed frontem wzrostu jest rowna
u,. Przyjmiemy réwniez, ze modut wektora u, jest
wigkszy, niz modul u;. W takim punkcie wolniejsza
powierzchnia zaleznie od kierunkow wzrostu (kat a
na tym rysunku) moze ekranowac¢ wzrost powierzch-
ni szybkiej.

Powstanie fantomu w okresie czasu 01 bedzie mozli-
we, jezeli odleglo$¢ ta jest mniejsza niz wartosc kry-
tyczna:

&x = (u, —’ul)& (3.5)

Warunek ten jest konieczny, ale nie dostateczny.
Prawdopodobienstwo ekranowania moze zosta¢ okre-
$lone na podstawie relacji geometrycznych. Ekrano-
wanie ma miejsce, gdy punkt koncowy wektora u,'0t
trafia na powierzchnig¢ odcinka kuli ABC, pokazane-
go na rysunku 3.3 linig przerywana, a prawdopodo-
biefistwo tego jest rowne stosunkowi pola powierzch-
ni odcinka ABC do pola powierzchni kuli. Poniewaz
wysoko$¢ tuku odcinka ABC (rysunek 3.3) wynosi:

h=(uy — 1) )3t —x
a pole powierzchni sferycznej odcinka ABC:
F = 2mu, 6th = 21y 6v((uy — 1y )67~ x)

to prawdopodobienstwo powstania fantomu w tym
punkcie wynosi:

B (g — ) )ST—x
Po 2u,01 €.6)
Wprowadzimy teraz funkcjg S, ktorej wartoscia S(u)
jest wzgledne pole powierzchni czynnych obszarow
geometrycznych zbioru czastek, wzrost na ktorej od-
bywa sie z predkoscia nie wigksza niz u. Jezeli zasto-
sowaé 0Znaczenia i, i U, odpowiednio dla najwigk-
szej i najmniejszej predkosci liniowej wzrostu na

Rysunek 3.3. Schemat do okreslenia prawdopodobienistwa powsta-
nia powierzchni ekranowanej w miejscu kontaktu dwoch czqstek.

powierzchni czastek, to S(u,,;,) = S(0) = 0, za§ wartos¢
S(thyee) = S(+o0) okresli ogdlng powierzechnig wszyst-
kich czynnych objgtosci geometrycznych rosnacych
czgstek. Jezeli istnieje pochodna tej funkcji:

S'(u)= M
du
to za jej pomoca mozna tatwo obliczy¢ wielko$¢ po-
wierzchni, predko$¢ migracji granicy na ktorej znaj-
duje si¢ w zakresie od « do utdu:

dS(u)=S"(u)-du (3.7)

oraz catkowaniem okresli¢ wartos¢ samej funkc;ji

S(u)= ]iS'(u)du (3.8)

Umin

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze funkcja F(u) =
S(u)/S(u,,,,) moze by¢ interpretowana jako dystrybu-
anta zmiennej losowej u (czyli pregdko$ci migracji gra-
nicy na powierzchni czynnych obszaréw geometrycz-
nych wszystkich czastek), a wtedy flu) = S'(1)/S(14,0:)
jest gestoscig prawdopodobienstwa.

Przyrost czynnej objgtosci geometrycznej na tej
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powierzchni w czasie Ot:
8Q(u) = (uS'(u)du)dt

Za pomoca funkeji S’ mozna okresli¢ czynng obje-
to$¢ geometryczng i predkosé jej wzrostu w funkcji
czasu T

Q:‘T[ juds dt:JT. “”j‘ﬂ;S'(u)du r (39
0Ls 0f u

min

W wyniku ekranowania czgs¢ powierzchni obsza-
row geometrycznych rosngcych czastek przestaje byc
czynng (w sensie definicji na poczatku tego rozdzia-
tu). Staje sig¢ ona powierzchnig fantomow. Okreslimy
teraz prawdopodobienstwo tego zjawiska 1 zwigzana
z tym szybkos$¢ zmiany pola czynnej powierzchni geo-
metrycznej.

Prawdopodobienstwo tego, ze dowolny punkt na
powierzchni czynnego obszaru geometrycznej czast-
ki przerastajacej (2) znajdzie si¢ wewnatrz cienkiej
warstwy o grubosci dx pod powierzchnia czynnego
obszaru geometrycznego czastki blokujacej (1), prze-
mieszczajgeej sie z predkoscig w zakresie u; do u+duy,
z uwzglednieniem (3.7) wynosi:

dp(dx,uy )= (S (g )duy )dx (3.10)

Dla kazdego punktu, ktéry znajduje si¢ w okreslo-
nej powyzej warstwie, prawdopodobienstwo powsta-
nia fantomu wyraza rownanie (3.6). Przy zalozeniu
niezaleznosci zdarzen, prawdopodobienistwo powsta-
nia fantomu jest rowne iloczynowi prawdopodo-
bienstw (3.10) i (3.6):

dp - (dx)= [ 8" (y )y ]“—2Lx/6t dx
2uy

Catkowanie poprzedniego wyrazenia na calej gru-
bosci warstwy dx pozwala wyznaczy¢ prawdopodo-
bienstwo ekranowania wzrostu powierzchni o wigk-
szej predkosci przez powierzchnie blokujace, predkosce
ktorych znajduje si¢ w zakresie u; do u,+du:

Ox
dpe(©x)= [(5 (o )2 22 gy
0 .

Granica gorna catkowania (grubos¢ maksymalna
warstwy) zalezy od ot i wynika z nierdbwnosci (3.5):

’ (1p =101 )BT
dpr(8x)= 2 (;l )i I(uz —uy — x/8T)dx
Uy 0
dpp@)fFM(uz—ul)zﬁf 3.11)

U

Poniewaz czgs$¢ czynnej powierzchni geometrycz-
nej czastki przerastajacej z predkoscia u, moze zostac

ekranowana jedynie przez bardziej wolna powierzch-
nie czynng, catkowanie rownania (3.11) wystarczy
przeprowadzi¢ po predkosci u; w granicach u,,;, do u,:

5 1w ,
Pp= m : J.(“z ‘”1)25 (101 )lun

“ Umin

(3.12)

Prawdopodobienstwo to okresla utamek czynnej
powierzchni geometrycznej o predkosci migracji w
granicach od u, do u,+du,, ktora za okres czasu dt, na
skutek ekranowania staje si¢ powierzchnig fantomu:

(8" (s, 7)~ S (1, T+ 7)) duy
8" (uy,7)- duty
Oznacza to, ze ze wzoru (3.12) mozna okres$lic
wysokos¢ wzglednego zmniejszenia sig, na skutek
ekranowania, czynnej powierzchni geometrycznej
czastek, ktora przemieszcza sig z predkoscia liniowg
Uy

Pr=

(5" (i4y,7) - " (uy, T + 81))- du, _
S'(uy,7)- dty

ot 7

: 2 (g — 1y Y Sy )y
4“2 Hmin

Z tego wzoru (pomijajac dalej indeks dolny przy
u,) dla 0t = 0 otrzymujemy chwilowa szybkos¢
zmniejszania si¢ logarytmu naturalnego pola czynnej
powierzchni obszaru geometrycznego rosnacych czg-
stek, ktorg bedziemy dalej nazywac szybkoscia ekra-
nowania:

dinS' (u)

e :‘241; [V 8 )y (3.13)

Upmin

Wedtug przyjetych zatozen dziedzina tej funkcji
jest okreslona nicrowno$cia u; < u.

W ten sposob zostato otrzymane podstawowe row-
nanie geometryczno-probabilistycznej teorii ekrano-
wania, ktore pozwala podczas obliczenia ogolnej czyn-
nej objetosci geometrycznej rosnacych czgstek
produktow przemiany uwzgledni¢ zjawisko ekrano-
wania i powstanie obszarow-fantomow dla nickotmo-
gorowskiego wzrostu matych i rownomiernie losowo
rozmieszczonych w przestrzeni czastek. Rownanie
(3.13) wraz z innymi juz opisanymi wyzej, tworzy
model geometryczno-probabilistyczny kinetyki prze-
mian fazowych. Model ten pozwala opisa¢ zmiany
pola niezablokowanej (czynnej) geometrycznej po-
wierzchni wzrostu, objgtosci geometrycznej czastek
kazdego ze sktadnikéw struktury oraz zmiany udzia-
u objetosciowego poszczegolnych sktadnikow struk-
tury w czasie przemiany.
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Tok postepowania podobny do opisanego wyzej w
przypadku analizy wzrostu czastek w przestrzeni dwu-
i jednowymiarowej odpowiednio prowadzi do otrzy-
mania nastepujgcych rownan dla szybkosci ckrano-
wania (rowniez dla u, < u):

oInS’ () _
Jt

u " u 2 u U
T [=]| k| ~Zlarceos=L
Y u u i

alnS u :_J- [_u]

S”(u) Ydu; (3.14)

(u;)du,  (3.15)

Wpnin

Jak wida¢ z tych rownan, wartosc¢ absolutna szyb-
kosci ekranowania w kazdym przypadku maleje do
zera wraz ze zmniejszaniem si¢ do zera roznicy po-
migdzy predkoscia migracji powierzchni ekranowa-
nej i powierzchni blokujacej.

4, PRZYKLAD ZASTOSOWANIA TEORII
STATYSTYCZNEJ EKRANOWANIA

4.1. Przedstawienie funkceji S'(u)

W przypadku czastek $cianowych oraz niektorych
niescianowych (na przyktad kulistych) funkcje S(u) 1
S'(1) moga mie¢ charakter nieciagly. Przeanalizujmy
przypadek, kiedy w uktadzie rosng dwa rodzaje cza-
stek kulistych: z predkoscia liniowa u; i 1,, odpowied-
nio. Jezeli u, < u,, to funkcjg S(u) mozna okresli¢ na-
stgpujaco:

0 dla u<uy
S(u)=15, dla w <u<u, (4.1)
S +S8, dla u, <u

natomiast definicja jej pochodnej S'(u) jest podobna
do o-funkeji Diraca:

0 dla u <
S)
P dla uySu<u +Au
u
S'u)=lim{ 0 dla w+Au<u<u, (4.2)
Au—0 S
2 dla wu,Su<u,+Au
Au
0 dla iy +Au<u

gdzie S, i S, — powierzchnia ogolna obszarow geo-
metrycznych wszystkich czastek odpowiednio pierw-

szego i drugiego rodzaju.
Z takiej definicji wynika, ze

dinS;5 dinS,
Jt dJt

W niektérych zadaniach konieczne bedzie zasto-
sowanie catkowania numerycznego. Opiszemy poni-
z¢j podstawowe zasady catkowania numerycznego
opisanych rownan modelowych.

Zakres catkowania po stronie prawej réwnania
(3.13) rozdzielimy na N zakresow o wielkoSci Au,.
Catkowanie w zakresie u,,, do u mozna zastapi¢ przez
sume catek o mniejszych zakresach:

(4.3)

u N uitAu;

J-(u —uy ) 8" (uy duy = > .[(u—u] Y 8 )du, (4.4)

Upin i=l uj

gdzie w; = u; + A, up = uy,,, u=uy + Ay,
Jezeli w takim lOZblClLl na mewielkie odcinki Au,,
na kazdym z tych odcinkéw (u; do u, + Au;) wartos¢

S'(1) = const, czyli nie zalezy od u, to wtedy

-+ A

J(u —uy ¥ 8oy )duy = S, )(ue — u; ¥ Au, 4.5)

g

Oznacza to, ze w przypadku braku mozliwosci cal-
kowania analitycznego rownania (3.13) w obliczeniach
mozna zastosowac nastgpujacy schemat réznicowy:

afnS u

a7 2(11 —u; )‘S (u; Ay, (4.6)

Zmiana logarytmu funkcji S'(u) za niewielki odci-
nek czasowy Ar:

N
E =, Y S(u;)Au,

Aln S(u)=— =t

At+o(Aat) (4.7)
4u
Z tego wzoru, biorac pod uwagg (4.3), otrzymuje-
my

N
(- w, ¥ S ) Au,

AS(u)=-S(u)| 1-exp| — = m At

(4.8)
4.2. Czastki o ksztalcie walcowym

Rozpatrzmy wzrost czastek o ksztalcie walcowym.
Niech wysokoé¢ takich czastek 2/ wzrasta z predko-
Scig lintowg 2-u;, a promien r z predkoscia liniowa u,.
Formalnie rozktad predkoéci wzrostu na powierzchni
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czastek o takim ksztalcie mozna przedstawi¢ na dwa
sposoby tak, jak jest to pokazane na rysunku 4.1, We-
dlug wariantu pierwszego na powierzchni czastek
mozna wydzieli¢ dwie strefy wzrostu, w kazdej z kto-
rych modut wektora predkosci zalezy od kierunku.
Schemat ten wraz z odpowiednimi rownaniami zostat
przedstawiony na rysunku 4.1a. Jezeli osiec walcow sg
rownolegle wzgledem siebie w przestrzeni, schemat
ten jest zgodny z postulatem Kolmogorowa o jednoli-

a)
u=up/cos(an)
Un
//,4
u=u,/cos(ar) |
Ghi 2h
ur |
SRS
Ur o
l« —>.
I
b)
Un
A

|
[
ur | 2h
[
|

Rysunek 4.1. Schematy rozkladu predkosci wzrostu na powierzch-
ni czgstek walcowych: a) dwie strefy, modul predkosci zalezy od
kierunku wektora; b) trzy strefy o predkosciach stalyeh.

tosci predkosci wzrostu.

W ujgeiu niniejszej pracy wygodniej jest, nato-
miast, skorzysta¢ ze schematu bardziej naturalnego,
zgodnie z ktorym na powierzchni czastek mozna wy-
dzieli¢ 3 strefy wzrostu, jak to przedstawione na ry-
sunku 4.1b. W strefie pierwszej — na powierzchni bocz-
nej walca — ma miejsce wzrost promieniowy o
predkosei u,. Predkose wzrostu w drugicj strefie — na
obu powierzchniach czotowych — jest rowna uh. Stre-
fa trzecia zapewnia ciaglos¢ polgczenia dwu pierw-
szych, ptaskiej i walcowej, i znajduje si¢ na ich grani-
cy. Sktadowe wektora wzrostu na tej powierzchni

laczacej sa rowne predkosciom wzrostu promienio-
wego 1 podtuznego, a modut tego wektora:

Uy =\u +up

Dlugos¢ takiej strefy na jednostkg objetosci mate-
riatu (przy braku ekranowania) jest rowna dlugosci
krawegdzi wszystkich czastek walcowych:

L =4Nnr (4.10)
gdzie N — $rednia liczba czastek przypadajaca na jed-
nostke objetosei uktadu, czyli gestosc czastek.

Powierzchnia tej strefy granicznej jest proporcjo-
nalna jej szerokos$ci Ad:

S, =LAd

W obliczeniach przyjmiemy, ze szerokosé tej stre-
fy jest znikoma (Ad - 0), wigc nie ma wplywu na
zmiang obj¢tosci geometrycznej czastek. Korzystajac
z powyzszych zalozen do opisu wzrostu czastek mo-
zemy zastosowac formute (4.2).

Kiedy wzrost jest ekranowany, zwigkszenie po-
wierzchni strefy granicznej ze wzrostem promienia
walca ujmuje relacja

(4.9)

(4.11)

dinS, |
dlnr

Podobna relacja istnieje dla powierzchni czolowych
czastek walcowych:

(4.12)

d5,
L W
. (4.13)
dInS, _ |
Inr (4.14)
oraz
EY (4.15)

Predkos¢ wzrostu liniowego w strefie granicznej
jest zawsze wyzsza niz dla wzrostu czolowego lub
promieniowego. Dlatego jest ona blokowana przez te
dwic strefy, wigc na podstawie bazowego rownania
geometryczno-probabilistycznej teorii ekranowania
(3.13) mozemy zapisac:

alnS'(ud) o (ud -u, )2 S, + (ud —uy, )ZS,,

ot 4uy, 15}
skad z uwzglednieniem (4.3):
dInS uy—u, ) S, +u;—u, ) S

d:_( { )2 ( { I)2 h (417)

It 4u,

Okre$limy teraz petng pochodng po czasie, biorac
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pod uwage (4.12):

dinS; _ oS, dinr (uy—u, VS, +(uy —u, YS,

dt dinr dt 4u,
dlnSci — l _ (ud — U, )2 Sr + (ud — Uy )2 Sh (4 1 8)
dT T 411‘{ .

Z uwzglednieniem (4.11) poprzednie wyrazenie
mozna przeksztalci¢ do postaci:

dinL _ l_ (ud - u,.)zS,. + (u‘, fuh)zSh

4.19
dt 1 duy -

Zaleznie od relacji pomigdzy predkosciami wzro-
stu czolowego i promieniowego czastki moga miec¢
ksztatt ptytek (u, < u,) lub wtokien (1, > u,). Rozwia-
zanie dla kazdego rodzaju czastek ma swoje szczego-
ly i zostanie przeprowadzono oddzielnie.

4.2.1. Ekranowany wzrost widkien

Czastki maja ksztalt wiokien czy pretow, kiedy
predkos¢ wzrostu liniowego na powierzchniach czo-
lowych jest wyzsza, niz predkosé wzrostu promienio-
wego na powierzchni walcowej. Dla takich czastek
ekranowanie nie istnieje na powierzchni walcowej,
natomiast powinno zosta¢ uwzglednione dla po-
wierzchni czotowej:

alnS'(u;, ) . (uir - u!')z S, (4.20)
at 4u,,

Uwzgledniajac relacjg (4.3), otrzymujemy

(u, —u,.)2S,.

alnSh _
Jat 4u,, (4.21)

Petna pochodna po czasie wielkosci powierzchni
ptaskiej z uwzglednieniem (4.13) wyniesie:

ds
L

- (u)'r — ”.")2 Sil Sr
dt du,

(4.22)

Wzrost promieniowy powierzchni walcowej cza-
stek o ksztalcie wydtuzonym nie jest blokowany, dla-
tego pelng pochodng wielkosci tej powierzchni po
czasie okre$lamy na podstawie rownan (4.14) i (4.15):

LT3 = i+Luh

s (4.23)

W celu obliczenia wielkosci powierzchni kazdej
ze stref na powierzchni objgtosci geometrycznej wio-
kien w zalezno$ci od czasu trzeba znalez¢ rozwigza-
nie uktadu trzech rownan: (4.19), (4.22) oraz (4.23).
Rozwigzanie tego uktadu mozna uzyskac za pomoca
catkowania numerycznego.

Poprzez catkowanie rownania (4.19) na odcinku 7
do -+ Arg
T+AT T+AT T+AT 5
Id nlL = J. a_ I (g =10, )'S, +(uy _“I:)ZSJ; dt
t

£ ! T 4ud

(4.24)

uzyskujemy rownanie roznicowe:

(g -u, P S+ (g =1, ' ) AR
e duy (425 )

L{t+at)=L(c)E At

Na podstawie schematow roznicowych uzyskanych
wg rownan (4.13) i (4.21), odpowiednio:

AS), = u,.LAT (4.20)

- (e )2 Sy AT

S,(c+a0)=5,(t)e 4.27)

otrzymujemy dla réwnania (4.22) nastgpujacy wzor
obliczeniowy

7(”!1 7”1')23;‘151
S, (t+At)=u,LAT+S,(t)e M (4.28)
Schemat roznicowy dla rownania (4.23):
T+AT
S (t+At)=8,(1) +u, L AT (4.29)

T

Poniewaz na samym poczatku przemiany z powo-
du niewielkiej ilosci powierzchni blokujacej efekt ekra-
nowania moze by¢ pominigty, to dla ¢ = 0 nieokreslo-
nosci typu 0/0 w rownaniach (4.25) i (4.29) mozna
rozwigza¢ w sposob nastgpujgcy:

imZ = im 3™ anve,  430)
=0T 110 T
2

a2 = e Y conMuley  (431)

=0 T —0 T

W ten sposob otrzymano uklad réwnan réznico-
wych (4.25), (4.28) i (4.29), rozwigzanie ktorego na
wybranej siatce czasowej pozwoli modelowa¢ zmia-
ny w czasic wielkosci powierzchni czolowej i walco-
wej, jak rowniez dlugos¢ strefy granicznej na po-
wierzchni objeto$ci geometrycznej czastek
wioknistych. Przyklady modelowania, wykonanego z
wykorzystaniem przedstawionego wyzej uktadu row-
nan zostana przedstawione ponize;.

4.2.2. Ekranowany wzrost czqstek plytkowych
Czastki bedgq miaty ksztatt dyskow czy plytek, kie-

dy predko$¢ wzrostu liniowego na powierzchniach
czotowych jest mnigjsza, niz predkos¢ wzrostu pro-
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mieniowego na powierzchni walcowe;j. Dla takich cza-
stek ekranowanie nie istnieje na powierzchni czoto-
wej, natomiast powinno zosta¢ uwzglgdnione ekrano-
wanie powierzchni bocznej walcow (wzrost
promieniowy):

JInS"(u, u, —u, S,
W) s
ot 4u,
Ze wzgledu na relacjg (4.3), otrzymujemy:
dInS, u,~uy ) S
:__( h)2 h (4-33)

ot 4u

Iz

Petna pochodna po czasie wielkoSci powierzchni
walcowej z uwzglednieniem (4.14) 1 (4.15) wyniesic:

@ = §'L + Luh - 4—"—(“:’. =4 )2 S."SJ'I

dt T 4u,.

i

(4.34)

Wzrost powierzchni czolowych w czastkach ptyt-
kowych nie jest ekranowany. Dlatego pochodna ich
powierzchni okreslamy z rownania (4.13):

dt

=i

!

(4.35)

W celu wyliczenia wielkosci powierzchni kazdej
ze stref na powierzchni objetosci geometrycznej cza-
stek ptytkowych w zaleznosci od czasu trzeba rozwig-
za¢ uktad trzech rownan rézniczkowych: (4.19), (4.34)
oraz (4.35). Uktad ten rozwigzujemy, wykorzystujac
catkowanie numeryczne.

Pomijamy tu wyprowadzenie rownan rdéznicowych,
poniewaz proces ten jest podobny do rozwiazania
przedstawionego w poprzednim rozdziale. Wynik tego
rozwigzania:

_ (”r_”il )2 S At

T+AT 4y

S, (t+A1)=S,(1) e +u,L At

S, (t+At)=u,LA (4.36)

2 v,
(”n' “ly )“ Sr+(”d /] )“ Sh A
T+AT du
e d

L(t+At)=L(1)

Przyktady modelowania przeprowadzonego z wy-
korzystaniem ukladow rownan réznicowych zostaty
pokazane na rysunku 4.2. W poszczegolnych przy-
ktadach wykorzystuje sie jednakowa gestosc czastek
N=10° cm?. Jezeli predkosc liniowa wzrostu w kaz-
dej ze stref jest stala, ogolna objgto$¢é geometryczna
wszystkich czastek wyniesie:

Q= ZNTE::,?TM,,'C3 (4.37)

W przeprowadzonych eksperymentach obliczenio-
wych, niezaleznie od smuktosci czgstek, zatozono jed-

nakowa kinetyke wzrostu nieekranowanego objetosci
geometrycznej, a mianowicie dla kazdego wariantu
2 N?‘cufu » = 157, Relacja ta bedzie spelniona, jezeli dla
dowolnych warto$ci dodatnich parametru k predkosci
wzrostu liniowego w kierunku osi oraz w kierunku
promieniowym bgda rowne, odpowiednio:

2

k -
Uy = m ~542.107 k% ,cm/s  (4.38)

Lo ] _542-107°
" k2nN k

Warto$ci wspolezynnika & zastosowane w poniz-
szych przyktadach, jak rowniez odpowiednie warto-
$ci predkosei liniowej wzrostu osiowego, promienio-
wego oraz ,,po przekatnej” przedstawiono w tabeli 4.1.
Dla takich predkosci wzrostu smuklos¢ czastek wal-
cowych mierzona stosunkiem wartosci ich wysokosci
(H) do s$rednicy (D) wyniesie &°.

Na rysunku 4.2 przedstawiono zmiany logarytmow
wielkoséci powierzchni strefy wzrostu promieniowe-
go (a), strefy plaskiego wzrostu czotowego (b) oraz
logarytmu dtugosci strefy granicznej (c), jako funkcji
logarytmu czasu przemiany. Wykresy te zostaly przy-
gotowane na podstawie modelowania numerycznego
dla czastek trzech rodzajow: rownoosiowych (k= 1,
HID = 1), ptytkowych (k= 1/2, H/D = 1/8) oraz dla
wilokien (k= 2, H/D = 8). Liniami przerywanymi na
tych rysunkach pokazano przebieg tych samych zmien-
nych dla wzrostu nieekranowanego, kiedy osie cza-
stek sq wzajemnie rownolegle w przestrzeni (kotmo-
gorowski wzrost).

Dla czastek smuktych ekranowanie powoduje cat-
kowite zablokowanie wzrostu podluznego, o czym
$wiadczy zmniejszenie wartosci In(S;,) na rysunku 4.2a,
jak rowniez hamuje wzrost w kierunku promienio-
wym, o czym $wiadczy odchylenie wykresu In(S,) od
linii prostej na rysunku 4.2b.

Inaczej wyglada sytuacja w przypadku wzrostu
czastek plytkowych. Tu ekranowanie blokuje wzrost
promieniowy (zmniejszenie wartosci In(S,) na rysun-
ku 4.2b), oraz powoduje stabilizacj¢ wzrostu osiowe-
go (odcinek poziomy na wykresie In(S,) w czgsci pra-
wej na rysunku 4.2a). W przypadku czastek
rownoosiowych (H = D) obserwuje si¢ jedynie zaha-
mowanie wzrostu promieniowego (odchylenie wykre-
su In(S,) od linii prostej) oraz stabilizacja wzrostu osio-
wego (odcinek poziomy na wykresie In(S,)). W
kazdym z przeanalizowanych zadan ckranowanie blo-
kuje wzrost strefy granicznej. W przypadku czastek
rownoosiowych zmniejszenie dtugosci strefy przej-
Sciowej na krawedzi wystgpuje pozniej, niz w przy-
padku innych czgstek.

,em/s  (4.39)
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Rysunek 4.2. Logarytmy wielkosci powierzchni strefy wzrostu osio-
wego (a) i promieniowego (b) oraz logarytmy diugosci strefy przej-
Sciowej (c) w funkeji logarytmu czasu przemiany dla czqstek o
réznej smuktosci (liczby obok linii - wartosci wspolezynnika k,
smukltos¢ czqstek (H/D) - patrz tablica 4.1).

4.2.3. Kinetyka wzrostu objetosci

Objetos¢ geometryczng czastek o ksztalcie walco-
wym mozna okresli¢ za pomoca catkowania nume-
rycznego. Na podstawie wzorow (3.9) 1 (4.2)

Qt+A1)= Q)+ (S,u, + S,y )AT  (4.40)

Tablica 4.1. Paramelry geometrii czqstek o ksztaleie walcowym

oraz predkosci liniowe stref.

Wspolezynnik, HID Predkosé liniowa wzrostu, cnv/s
k uy, u, U,

1/4 1/64 | 3,39-10% | 2,17.107 | 2,17.107
0,794 1/16 | 853107 | 1,37-107 | 137107
172 1/8 1,35-107 | 1,08-10% | 1,09-107
0,630 174 | 2,15-10° | 8,60-10° | 887107
| 1 542:10° | 542.10° | 766107
1,587 4 1,37.10% | 341-10° | 141107
2 8 2,17-10% | 2,71-10° | 2,18107
2,520 16 | 344107 | 2,15-107 | 345107
4 64 8,67-10° 1,35-10° | 8,67-107

Zaleznosc¢ udziatu objctosciowego czastek od cza-
su przedstawia rownanie (2.1).

Na rysunku 4.3 przedstawiono kinetykg wzrostu
czastek o ksztalcic walcowym i roznej smuktoscei, pa-
rametry ktorych zestawiono w tablicy 4.1. Jak poka-
zano na tym rysunku, wzrost rzeczywisty czastek w
wyniku ckranowania jest hamowany w tym wigkszym
stopniu, im bardziej smuklos¢ czastek odchyla sig od
jedynki, tj. im wigksze jest zroznicowanie predkosci
wzrostu liniowego na powierzchni ekranowanej i blo-
kujacej.

W przypadku wzrostu zorientowanego, kiedy osic
wszystkich czastek w przestrzeni sa rownolegte, czast-
ki walcowe spetniaja wszelkie wymagania wzrostu
kolmogorowskiego. Oznacza to, ze kinetyka wzrostu
rownolegltego powinna przebiega¢ zgodnie z rowna-
niem Kolmogorowa w nastgpujace]j postaci szczego-
toweyj:

—2Nmr,2.u;,13

ve(t)=1-¢ (4.41)

poniewaz przy takim wzro$cie zadna z powierzchni
nie moze zosta¢ zablokowana.
Jezeli czastki nadal sg rOwnomicrnic rozlozone w
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Rysunek 4.3. Kinetyka wzrosiu udzialu objetosciowego czqstek
walcowych: linie cienkie — czqstki plytkowe, linie pogrubione —
czqstki wydiuzone, liczby na wykresie — smuktosé H/D.

- 118 -




przestrzeni, ale kierunek ich osi jest przypadkowy, to
wzrost ich rzeczywistego udziatu objgtoSciowego na
skutek ekranowania zostanie wyhamowany w porow-
naniu z warto$cig otrzymana z rownania (4.41). Na
rysunku 4.4 zestawiono roznice (opdznienia) pomig-
dzy udzialami objetosciowymi czastek walcowych
o roznej smuklosci rosnacych z losowgq orientacjg osi
w przestrzeni (model proponowany), a udzialem ob-
jetosciowym czastek przy ich rownoleglym wzroscie.
W ostatnim przypadku dla rozpatrywanego zadania,
kinetyka przemiany nie zalezy od smuklosci czastek
(od ki H/D). Jak pokazano na tym rysunku, nawet dla
czastek rownoosiowych (/D = 1) istnieje niewielkie
opdznienie wzrostu w odniesieniu do wzrostu kolmo-
gorowskiego. Roznice te sg tym wigksze, im bardziej
smuklosé czastek rozni sig od jedynki, tj. im wigksze
jest zroznicowanie predkosci wzrostu na powierzcehni
czastek. Porownanie rysunkow 4.3 1 4.4 wykazuje, ze
roznice sq maksymalne, gdy w przypadku wzrostu
rownoleglego pozostaje jeszceze ok. 10% nieprzemie-
nionej fazy macierzystej.

Efekt ekranowania staje si¢ zauwazalny tym weze-
éniej, im bardziej jest zroznicowana predkosc wzro-
stu na powierzchni czastek. Dla czastek smuktych
i cienkich ptytek (7/D odpowiednio 64 i 1/64) odchy-
lenie od kinetyki kotmogorowskicgo wzrostu udziafu
objetosciowego jest widoczne juz wtedy, gdy ilosc
produktow przemiany wynosi 2 do 10%, a dla cza-
stek mniej zroznicowanych (H/D réwna sig 41 1/4) —
dopiero gdy sigga 50 do 75%.

H/D = 1/4

0.25

02 -

0.15 +

0.05

Qdchylenie od rénwnania Kotmogorowa

H/D =4

Czas, s

Rysunek 4.4. Réznice pomiedzy udzialem objetosciowym czqstek
w przypadku ich kolmogorowskiego (rownolegle osie) i niekofmo-
gorowskiego (losowy kierunek osi) wzrostu; liczby na wykresie —
smuklosc czqstek (H/D).

5. PODSUMOWANIE

Opracowano model analityczny pozwalajacy na
uwzglednienie efektu ekranowania podczas wzrostu
czgstek o dowolnym ksztalcie ze zroznicowang pred-
koscig liniowa wzrostu. Ze wzgledu na stopien zlozo-
no$ci zadania najbardziej bliska do rozwigzan zapro-
ponowanych w niniejszej pracy ze znanych dotychczas
jest metoda wykorzystana przez Szepilova i Baika
(1994). Niestety w pracy tej, jak podkreslaja jej auto-
rzy, uzyskano jedynie przyblizenie granicy gornej oce-
ny udzialu objgtosciowego nieprzemienionej fazy
macierzystej. Metoda jej obliczenia wymaga wyko-
nania dwu serii numerycznych symulacji komputero-
wych dla uzyskania dwoch wariantow tej oceny dia-
gramu kinetycznego. Jeden z wariantow uwzglednia
jedynie mozliwo$é¢ ekranowania bezposredniego
pierwszego rzedu. Oznacza to, ze w eksperymencie
pod uwage jest brane jedynie prawdopodobienstwo
ekranowania punktu O od jego zajgeia przez agresora
A w wyniku blokowania wzrostu tego czastki przez
czastka blokujace B. Okres czasu modelowania roz-
poczyna sie od zarodkowania, a konczy si¢ w momen-
cie, kiedy punkt O mogt by zosta¢ zajety przez agre-
sora A. W drugim z wariantéw dodatkowo przyjmuje
sie mozliwos¢ tak zwanego blokowania drugiego rzg-
du. Sedno tego zjawiska polega na tym, ze w modelo-
waniu zostaje uwzgledniony efekt wyzszego rzedu, a
mianowicie to, ze ekranowanie rz¢du pierwszego moze
by¢ zatrzymane, gdy trzecia czastka C blokuje wzrost
czastki blokujacej B. Jezeli wyniki modelowania otrzy-
mane za pomoca kazdego z tych wariantéw sg zblizo-
ne, przyjmuje si¢, iz moga one zosta¢ potraktowane,
jako ocena gorna udziatu objgto$ciowego nieprzemie-
nionej fazy macierzystej. W przypadku duzej réznicy
wynikéw modelowania w obu wariantach mozna z
nich korzysta¢ jedynie jako z oceny polilosciowej lub
jakoéciowej. Shepilov i Baik (1994) zaznaczaja, ze
droga ku uzyskaniu rozwigzania w takiej sytuacji moze
by¢ uwzglednienie ekranowania wyzszych rzedow.
Ponadto zaznaczono, ze metoda otrzymania granicy
dolnej oceny udzialu objgtosciowego nieprzemienio-
nej fazy macierzystej na razie nie istnieje.

W pracy niniejszej zostat zaprezentowany model
ogolny. Rozwigzanie zaproponowanego zbioru row-
nan modelowych umozliwia otrzymanie doktadnego
rozwigzania (analitycznego lub numerycznego) zada-
nia ekranowania.

7 opracowanego rownania bazowego statystycz-
nej teorii ekranowania (3.13), jak rowniez z wykona-
nych przykltadow modelowania wynika, ze intensyw-
no$é¢ ekranowania wzrasta wraz ze zwigkszeniem
zroznicowania predkoéci wzrostu powierzchni ekra-
nowanej i blokujace;j.
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Wykazano, ze w sytuacjach, gdy roznica pomig-
dzy maksymalna i minimalng predkoscia wzrostu li-
niowego na powierzchni czastek nie jest duza, rowna-
nie Kotmogorowa pozwala uzyska¢ w miarg doktadna
oceng stopnia przemiany.

6. WNIOSKI

1. Na podstawie okreslenia prawdopodobienstwa
powstania fantomow zostala opracowana staty-
styczna teoria ekranowania. Opisano sposob otrzy-
mania rownania szybkosci ekranowania (chwilo-
wej szybko$ci zmniejszania si¢ logarytmu
naturalnego pola czynnej powierzchni obszaru geo-
metrycznego rosngcych czastek).

2. Przedstawiono rownania szybkosci ekranowania
dla wzrostu jedno- (3.15), dwu- (3.14) i trojwy-
miarowego (3.13).

3. Przedstawiono przyktad wykorzystania szybkosci
ekranowania dla modelowaniu wzrostu czastek
walcowych.
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SPIS WAZNIEJSZYCH OZNACZEN

S(u)  wzgledne pole powierzchni czynnych obszarow geome-
trycznych zbioru czastek, predkosé migracji ktorej jest nie
wigksza niz u

S(u)  pochodna funkcji S(ir) po predkosei u

u, uy, upredkosé migracji granicy rosnaceej czastki

14 obj¢tosé obszaru analizowanego

Vi udzial objetosciowy jednego z produktow przemiany

Vs udzial objctosciowy produktoéw przemiany

T czas

w; absolutna objgto$¢ obszaru geometrycznego czastki i

', absolutna objgto$¢ czynnego obszaru geometrycznego
czastki i (bez fantomu)

Q wzgledna objetosé obszaru rozszerzonego (geomeltrycz-
nego) wszystkich czastek produktow przemiany

Q, wzgledna objetosé obszaru rozszerzonego wszystkich cza-

stek jednego z produktow przemiany (skladnika struktury)
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