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MODYFIKACJA WIELOMIANOWYCH POWIERZCHNI BEZIERA

Bocustaw Bozek, PROKOP SRODA

MODIFICATION OF POLYNOMIAL BEZIER SURFACES

Abstract

In this paper some methods of modification of Bézier two-dimensional surfaces are presented. For
surfaces defined on rectangular and trianglar domain, two methods of this modification are constructed.
These simple methods are applicable in computer graphics.

Wprowadzenie

Problemy modelowania powierzchni wystepujag w
wielu dziedzinach nauki i techniki od grafiki kompute-
rowej zaczynajac, poprzez architekture na czystej ma-
tematyce koiiczac. W grafice komputerowej czesto wy-
korzystuje sie do tego celu powierzchnie Béziera, ktore
maja te szczegdlng ceche, ze zmiana polozenia jednego
tzw. punktu wiodacego (zmiana lokalna) powoduje
globalng zmiane ksztaltu powierzchni.

1 Powierzchnie Béziera

1.1 Wielomiany Bernsteina
Wielomiany Bernsteina sa opisane zaleznosciami:
n!
il(n —4)!
gdzie t € [0,1], n €N, i€ {0, 10} Wieloe
miany te posiadaja nastepujaca wlasnosé:
BMt) = (1 - t)B 7} () + B (¢)

dlat € [0,1), i€ {1,...,n}, n € N\ {0} Jest
ona podstawa tzw. algorytmu de Casteljau oblicza-
nia polozenia punktéw krzywej Béziera, ktoéra definiuje

B(f) = -4

sie jako kombinacje linjowa wielomianéw Bernsteina
(Bézier, 1972):

QW =S PBN)  telo,l
i=0

gdeie B = [Bugis%) T € {0,1,...,n} sa da-
nymi punktamni przestrzeni tr6jwymiarowej R3 zwa-
nymi punktami wiodacymi. .

Podobnie jak przy krzywych Béziera, mozliwe jest
réwniez okreélenie powierzelni za pomoca punktéw
wiodacych, przy czym powierzchnie te moga by¢ wy-
znaczone na obszarze prostokatnym lub tréjkatnym.

1.2 Prostokatne platy Béziera

Plat powierzchni Béziera S rozpiety nad obszarem
prostokatnym [ug,u1] x [vo,v1] C R? okresla sie jako
kombinacje liniowa wielomianéw Bernsteina

n

QU v) = 33" Py BP(e) - B () (= Qarr)

i=0 j=0

gdzie P,; € R? (i € {0,1,...,n}, (j € {0,1,...,m} sa
zadanymi punktami wiodacymi powierzchni Béziera,
B2, B;” sq wielomianami Bernsteina odpowiednio
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U — U r =

V=19 Z
uy—up’
1—up

1y —up :

stopnia n, m, q =
powyzszej definicji wynika, ze Q mozna traktowad jako
plat powierzchni Béziera rozpiety nad obszarem pro-

stokatnym [0, 1] ¢ R2.

Przyklad 1 Dla punktow wiodacych:

Poo(—1,1,0), Poa(—1,0,6), Foa(—1,—1,0)
PI.O(OII-!?}* PL](O.U.Q). P].'-Z(O‘_]':Q)
Poo(1,1,0), P2.1(1,0,2), Paa(l,—1,4).

tatwo wyznaczyd bezposrednim rachunkiem rdéwnania
rozpiete] na tych punktach powierzchni Béziera:

Tlgr = Br=I1

ylg,r) = 1-2¢

Hgr) = A(1—gq)(1—r)(r+3q - 2rq) +
+ drq(r +q —rg).

Rysunek 1: Plat powierzchni Béziera z przyktadu 1.

1.3 Tréjkatne platy Béziera

Tréjkatny plat Béziera okreslamy przy pomocy wie-
lomianéw Bernsteina trzech zmiennych:

n!
iljIk!

Bl (q.7.t) = q'ritk

dlaneN, i, jke{0,1,...,n}orazi+j+k=n.

Zaréwno wielomiany Bernsteina jak 1 wszystkie
kombinacje liniowe tych wielomiandéw s jednorodne
tj.

Bl (agq,ar,at) = " B} (q,7,t)
dla a € R.

Niech A;, As, Az beda trzema niewspdétliniowymi
punktami lezacymi w plaszczyinie Oxy. Kazdy punkt
p € R? nalezacy do tréjkata Aa, 4,4, mozna jedno-
znacznie okresli¢ podajac jego wspélrzedne barycen-
tryczne (q,7t) € [0,1P, g +r + ¢t = 1 wzgledem
jego wierzcholkéw tj. p = p(g,r.t). Niech n €
N\ {0,1} i niech P;jx € R? beda punktami wiodgcymi
okreslonymi zaleznoscia:

i ok
P = =i T | s %Gk |
ik (p(” n n) ﬂ')

przy czym i + j + k = n, a zijp € R sa zadanymi
liczbami. Jak latwo policzyé, jest w liczb na-
turalnych i, j, & takich, ze i + j + £ = n. Trdéjkatny
plat Béziera stopnia n okre$lamy wzoren:

Qlg.rt):= Y PyrBl(g.mt).

T k=n
1.J.k>0

Algorytm de  Casteljau dla  platow
tréjkatnych. Podobnie jak dla zwyklej krzywej
Béziera tak i dla platdow istnieje algorytm Casteljau
wyznaczania punktéw plata, ktéry podajemy w
postaci pseudokodu:

1. P}« Py dlai, k> 0,i+j+k=n,
2. niech (¢,r,t) € 0,13, g+r+t=1,
3. kolejno dla { =1 do [ = n wykonaj

{
kolejno dla i,7,k > 0, 1 4+ j +
+k =mn — [ wykonaj

(t—-1)
Pk +

(I-1) (I-1)
+F; jeik +tE k4

}

4. Qg,m,t) — Py
Przykiad 2 Niechn =2 oraz A; = (-1,0)

R

2 _—
(1,0), Az = (0.v3). Latwo sprawdzic, ;iep(%, g,%) =
A, p (533 =42, p(5.3.3) = 43, 9(3: 3, 8) =
0.0, p($.5.3) = (5L4), p(3. 3.5 = (-3.%F)

Ktadge z200 = zogo = 2002 = 0 oraz z110 = zo11
2101 = 2 trdjkatny plat powierzehni Béziera ma postac:

E(Q!Tlt) r—=q
y(lg,rt) = V3t
z(q,mt) = d(qr+rt+qt),

dlag>20,r>0,t>20,g+r+t=1.
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Rysunek 2: Tréjkatny plat Bézeiera z przykladu 2.

2 Modyfikacje powierzchni
Béziera

Niekiedy zachodzi potrzeba skonstruowania ptata
powierzchni, ktdéry na brzegach spelnia pewne warunki
interpolacyjne, tzn. brzeg plata ma przechodzié¢ przez
ustalone punkty lub krzywe. Wdwezas mozna zasto-
sowad platy Coonsa (patrz Kiciak, 2000). Autorzy
proponuja inne rozwigzanie polegajace na wstepnym
przyjeciu powierzchni Béziera i nastepnie dokonaniu
jej modyfikacji w celu uzyskania zalozonych warunkow
brzegowych konstruowanego plata powierzchni.

2.1 Modyfikacja ptatéw prostokatnych

Niech w € R?, w # 0 bedzie ustalonym wektorem, a
f. g, v zadanymi funkcjami takimi, ze

f:10.1]3q— f(g) €R,
g:[(0,1] 37— g(r) e R,
h:[0,1)? 3 (¢,7) — h(¢,7) ER

oraz f(0) = f(1) = 0, g(0) = g(1) = 0, A(0,r) =
h(1,7) =0dlar € [0,1] oraz h(g,0) = h(g,1) = 0 dla
g € [0,1].

Definiujemy powierzchnie @Q; : [0,1)> — R?® (i =
1,2,3) wzorami

@i(g,7) = Q(q.7) + f(q)w,

Q2(q,7) = Q(q,7) + g(r)w,

Qalg,7) = Qq,7) + hig,r)w.
Powierzchnie Q; i Q2 mozemy nazwad walcowymi mo-
dyfikacjami powierzchni Béziera ), a Q3 jej mody-
fikacja koputowq. Szcezegdlny przypadek modyfikacji
kopulowej otrzymamy biorac funkeje h postaci

h(g.r) = (f ® g)(a,7) = f(q)g(r).

W zasadzie nie ma zadnych formalnych ograniczen
odnognie klasy funkcji uzytych do modyfikacji po-

wierzchni Béziera, ale skoro jest to powierzchnia wie-
lomianowa, zatem funkcje f, g 1 h réwniez powinny
by¢ wielomianami.
Dowolna funkcja s :
okresglone wzorem.

K:[0,1] 2t — &(t) + (t — 1)K(0) — tr(l) € R,
R:[0,1] 2t — t(t — 1)k(t) € R,

[0,1] — R indukuje funkcje

zerujace sic w punktach 01 1, ktére mozna uzy¢ do
walcowej modyfikacji powierzchni Béziera. Bez trudu
mozna podaé¢ wiele innych przykiadéw takich norma-
lizacji. Podobnie z dowolnej funkcji x : [0,1]*> —
R mozna otrzymacé funkcje zerujaca sie na brzegach
kostki [0, 1]2 tj. mozliwa do zastosowania w kopulowej
modyfikacji powierzchni Béziera. Przykladowo mozna
to osiggnaé¢ biorac funkcje:
X(g,r) = x(g.7r) + (g — Dx(0,7) —gx(1,7) +
+ = UxE0)—rxg:1) +
+ (¢ — D(r—1)x(0,0) + grx(1,1) +

(g — rx(0, 1) — g(r — 1)x(1,0).
Przyklad 3 Punkty wiodgce

}3()'()(—1,1,0)._ PO.I(_I\OaQ)' PD.Z(_L_LO)
P].D(U! 112)- P].1(0101 2): Pl.2(07_152)
Pso(1.1,0), Py 1(1,0,2), Poo(1,-1,0).

wyznaczajq prostokqtny plat Béziera o rownaniu

T(g,r) = 2r—1

ylg,r) = 1-2¢

Zg,r) = 4((1-q)g+(1—-r)r)+
8(1 — ¢)g(1l —r)r.

Rysunek 3: Oryginalny plit powierzchni Béziera z

przykladu 3.

Kladac w = (0,0,1)T oraz przyjmujac hiq,r) =
1500¢ (¢ — %) (1 — ¢)r (r — 3) (1 — 7) dostajemy zmo-
dyfikowang (koputowo) powierzchni¢ o réwnaniu
(Z,9.2) (¢.7), gdzie Z(q,7) = Z(q,7) + h(g, 7).
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Rysunek 4: Kopulowo zmodyfikowany plat po-
wierzchni Béziera z przykiadu 3.

Zaproponowany sposéb modyfikacji powierzchni
Béziera mozna wykorzystaé¢ do nakladania na nig tek-
stury, up. pozwala pokry¢ powierznie ,,blacha trape-
zowa' czy ,,gontem”.

Przykiad 4 Definiujerny funkcje (Turban, 1976)

2 2psinx
k(z) = —arctan ____pqm;,!

u —p

arcsin (psinx
x(z) = 4"(p——)

arcsin p

x(z+a)+x(z—a)—x(z+8)-x(z-03

£l = ( ( ) — x(z - B)

2(x(5+a)-x(5+9)

gdzie p € (0,1), o, 3 € R parametry. Wykresy funkeji
kA€ dla p=0999, y=F, a=§ =% =3+
przedstawia rysunek ponizej.

1
0.5
-6 e =2 2 4 6

05|

1

0.5

& -4 =2 2 4

~045

1

Rysunek 5: Wykresy funkeji & 1 ¢ z przykladu 4.

Imitacje ,,blachy lrapezowe]” dostajemny kladge na
przyktad h(g,r) := k(q) lub h(q,r) := {(q), hig,r) =
[¢(q)|. Rysunek poniiej w przejaskrawiony sposdb pre-
zentuje walcowq modyfikacje powierzchni Béziera, w
ktorej w = (0,0,1)T a funkcja h(g,7) = 3¢ (10°g).

3

Rysunck 6: Tekstura z przykiadu 4.

Do imitacji ,,gontw” mozina z kolei wykorzystac np.
pitoksztating funkcje

psina
r) = —arctan ————
£() Tt 1+ pcosx
z p =0.999.
¥
0.5
-6 -4 =2 2 4
£Q.5
1

Rysunek 7: Funkcja € z przykladu 4.

2.2 Modyfikacja platéw tréjkatnych

Niech w € R, w # 0 bedzie ustalonym wektorem, a
f. h, s zadanymi funkcjami takimi, ze

f:[0,1]3q— f(t) ER,

h: [0, 1]2 3 (t1,t2) — h(t1,t2) €R,

50,12 3 (t1,t2,t3) — s (t1,t2,t3) € R,
oraz f(0) = f(1) = 0, h(0,t) = h(1,t) = 0 dla
t € [0,1) oraz h(t,0) = h(t,1) = 0 dla ¢t € [0,1],
S(O.iz,tg) = S(l,tg,tg) == [ S(t] ,0,t3) = S(f],,l,ta) =

0, S(f-l.tg,o} = s(ty, 12, 1)=20.

Definiujemy powierzchnie Q; : [0,1]2 — R (i =

1,...,7) wzorami:

Qi(g,7,t) == Q(g,m. ) + flg)w,
Qa(q, 7 t) = Q(g,7,t) + f(r)w,
Qs(g 1) = Qlast) + F(thw,
Qula 1) = Qlasry€) + hig,r)w,
Qs(q,7.t) = Q(g. 7 t) + hg, thw
Qes(q, 7, t) := Q(g, 7, t) + h(r, thw,
Q7(q,7m.t) := Q(g, 7, t) + s(g,r, t)w
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Powierzchnie @1, @2, Q3 nazwamy krawedziowymi
modyfikacjami tréjkatnych platéw Béziera, Qq, Qs, Qs
dwukrawedziowymi modyfikacjami, a (07 modyfikacja
tréjkrawedziowa lub kopulowa.
Przyklad 5 Niechw = (0,0,p)" i niech s(q,7,t) =
2 2 2

¢lg=3) (@ - Dr(r—3)"(r = Dt(t—3)" (¢ = ).
Wéwezas powierzchnia okreslona wzorem

Z(g,mt) = r—g

glart) = V3t

g, mt) = 4d(gr+rt+qt)+p-s(g,rt),

Il

dla g >0, r>0,¢t2>20 g+r+t =1, jest
koputowo zmodyfikowanym trajkelnym platem Béziera
2 przyktadu 2.

Rysunek 8: Zmodyfikowany tréjkatny plat Béziera z
przyktadu 5.

Podsumowanie

Zaproponowana metoda modyfikacji prostokatnych
i trojkatnych platéw powierzchni Béziera jest natural-
nym rozwinieciem idei z pracy Bozek i Sroda, 2002,
Pozwala w prosty sposéb uelastyczni¢ dobér ksztaltu
konstruowanej powierzchni co moze mie¢ liczne zasto-
sowania w grafice komputerowej.
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