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MODIFICATION OF POLYNOMIAL BEZIER SURFACES 

Abstract 

/11 this paper some met/rods of modiflcatio11 of Bezie,· two-dimensionał swfaces are presented. For 
surfaces deflned 011 recta11g11łar and lriangłar domai11, Iwo mel/rods of 1/ris modiflca1io11 are co11s1ructed. 

These simpłe mellrods are appłicabłe in comp11/er grap/rics. 

W prowadzenie 

Problemy modelowania powierzchni występują w 
wielu dziedzinach nauki i techniki od grafiki kompute­
rowej zaczynając, poprzez architekturę na czystej ma­
tematyce ko11cząc. W grafice komputerowej często wy­
korzystuje się do tego celu powierzchnie Beziera, które 
mają tę szczególną cechę, że zmiana położenia jednego 
tzw. punktu wiodącego (zmiana lokalna) powoduje 
globalną zmianę kształtu powierzchni . 

1 Powierzchnie Beziera 

1.1 Wielomiany Bernsteina 

Wielomiany Bernsteina są opisane zależnościami : 

n' .. 
Bn(t) = . (1 - tf-1 t' 

' i!(n - i)! 

gdzie t E [O, l ], n E N, i E {O, 1, .. . ,n} . Wielo­
miany te posiadają następującą własność: 

Bf(t) = (1 - t)B;'- 1 (t) + ts;1:_-/(t) 

dla t E [O, l ], i E {l, ... , n }, n E N\ {O}. J est 
ona podstawą tzw. a lgorytmu de Casteljau oblicza­
nia położenia punktów krzywej Beziera, którą definiuje 

się jako kombinację liniową wielomianów Bernsteina 
(Bezier , 1972): 

n. 

Q(t) = L P;Bf (t) t E [O, l] 
i=O 

gdzie P; = (x,,y;, z;) i E {0, 1, ... ,n} są da­
nymi punktami przestrzeni t rójwymiarowej JR3 zwa-
nymi punktami wiodącymi . 1 

Podobnie jak przy krzywych BeŻiera, możliwe jest 
również określenie powierzchni za pomocą punktów 
wiodących, przy czym powierzchnie te mogą być wy­
znaczone na obszarze prostokątnym lub trójkątnym. 

1.2 Prostokątne płaty Beziera 

Piat powierzchni Beziera S rozpięty nad obszarem 
prostokątnym [u0 , ui] x [v0 , vi] C IR2 określa się jako 
kombinację liniową wielomianów Bernsteina 

" m 
Q(u, v) := L L P,j · B'J'(q) · Bt(r) ( =: Q(q, r)) 

i = O j=D 

gdzie Pij E JR3 (i E {0,1 , .. . ,n}, (j E {0, 1, . . . ,m} są 
zadanymi punktami wiodącymi powierzchni Beziera, 
B" Bm są wielomianami Bernsteina odpowiednio 

t ' J 
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stopnia n m q := ~ r .- ..!!.::.!'.!L Z 1 
' 14 1- 110' u1-vo 

powyższej definicj i wy nika, że Q można traktować j ako 
piat powierzchni Beziera rozpięty naci obszarem pro­
stokątnym [O, 1]2 c IR2 . 

Przykład 1 Dla punktów wiodących: 

Po.o(- 1, 1. 0). 
P1.o(0, 1, 2), 
P2.o( l , 1, O), 

Po.1( - l , O,6), P o.2( - 1,- 1,O) 
P1.1 (O.0,2), P1.2(O, - l ,2) 
P2.1( 1,O.2), P2.2( 1. - l ,4). 

łatwo wyznaczyć bezpośrednim rachunkiem równania 
rozpiętej na tych punktach powierzchni Beziem: 

x(q,r) 

y(q, r) 

z(q , r) 

-0 . 

2r - l 

1 - 2q 

= 4(1- ą)( l - r)(r + 3q - 2rq ) + 
+ 4rq(r + q - rq). 

1-1 

o. 

o 

Rysunek l: P iat powierzchni Beziera z przykładu I. 

1.3 Trójkątne płaty Beziera 

Trójkątny pia t Beziera określamy przy pomocy wie-
lomianów Berns teina trzech zmiennych: 

B" ( ) ._ 71 ! i j k· 
iJk q,r,t .- Tiki</ r t 

i .J . . 

dla n EN, i,j, k E {O, 1, ... , n } oraz i+ j + k = n. 

Zarówno wie lo miany Bernsteina jak i wszystkie 
kombinacje liniowe tych wielomianów są jednorodnE' 
tj. 

B;1k (aq, ar, a t ) = an B0k(q, r, t) 

dla a E IR. 
Niech A 1, A 2 , A 3 będą. t rzema niewspółlin iowymi 

punktami leżącymi w płaszczyźnie Oxy. Każdy punkt 
7J E IR2 należący do trójkąta 6;1 1 ;1 2 ;13 można jedno­
znacznie określi ć podając jego współrzędne barycen­
t ryczne (q,r,t) E [O, 1]3, q + r + t = 1 względem 
jego wierzchołków tj. p = p(q, r , t). Niech n E 
N\ {O, l} i niech P ijk· E IR3 będą punktami wiodącymi 
okreś lonymi zależnością: 

( (
i. j k) ) 

P ijk· = p -,-,- ,Zijk , 
n n n 

przy cz:ym i + j + k = n , a Zij k· E JR są. zadanymi 

liczbami. J ak łatwo policzyć, jest (n+IJ;n+2
> liczb na­

turalnych i, j, k ta kich , że i + j + k = 11. Trójkątny 

piat Bezie ra stopnia n określamy wzorem: 

Q(q, r, t ) := L P;1kB/1dą, r, t). 
1+1+k= n 

1,J.l.·~ 0 

A lgory tm d e Castelja u dla płatów 

trójkątnych. Podobnie jak d la zwykłej krzywej 
Beziera tak i dla płatów istnieje a lgorytm Casteljau 
wyznaczania punktów piata, który podajemy w 

postaci pseudokodu: 

l. P,~~! +- P ;Jk dla i,j, k 2'. O, i+ j + k = n , 

2. niech (q, r, t) E [O, 1]3, q + r + t = l , 

3. ko lejno d la l = 1 do ł = n wykonaj 

ko lej no dla i, j, k 2'. O, i + j + 
+k = n - l wykonaj 

{ 
p (I) +- p (/-1) + 

ijk </ i+l,j.k 

P (/-1) (/-1) 
+r i,J+U- + tPi,j.k+I 

} 

4. Q(q, r , t) +- Pci~'J. 
Przykład 2 Niech n= 2 oraz A1 = (- 1, 0), A2 = 

(1, O), A3 = (O, ./3). Latwo sprawdzić, że 7J (~, ~, ~ ) = 
A1 , p(~ ,ł, ~) = A2 , P(~,~,~) = A3, v(½ ,½,~) = 
(0,0), P(~,½,½) = (½,4),P(½,~,½) = (-½, 1)-
Kladą<: z200 = Z(l20 = zoo2 = O oraz z110 = zo1 1 = 
z101 = 2 trójkątny płat powierzchni Beziera ma postać: 

x(q, r, t) 

y(q , r, t) = 
z(q. r, t) = 

r - q 

V3t 
4 (qr + rt + qt ), 

dla q 2'. O, r 2'. O, t 2 O, q + r + t = l. 
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Rysunek 2: Trój kątny piat Bezeiera z przykładu 2. 

2 Modyfikacje powierzchni 
Beziera 

Niekied y zachodzi potrzeba skonstruowania piata 
P,Owierzchni , który na b rzegach spełnia p ewne warunki 
interpolacyjne, tzn . brzeg piata 111a przechodz ić przez 
ustalone p unkty lub krzywe. W ówczas można zasto­
sować piaty Coonsa (patrz Kicia k, 2000) . Autorzy 
proponują inne rozw iązanie po legają.ce na wstępnym 
przyjęciu powierzchni Beziera i następnie dokona niu 
jej modyfikacji w celu uzyska nia założonych warunków 
brzegowych konstruowanego p iata p owierzchni. 

2.1 Modyfikacja płatów prostokątnych 

Niech w E IR3 , w i O będz ie \1Stalonym we ktorem , a 
J, g, h zadany mi funkcjam i takimi, że 

J: [O, l i 3 ą-> f( q) E IR, 

g : [O. l i 3 r-> g(r) E IR, 

h: [O, l l2 3 ( ą, r) -> h(q , r) E IR 

oraz f (0 ) = f ( l ) = O, g(0 ) = g( l ) = O, h (0 , r) 
h( l , r) = O dla r E [O, l i oraz h(q, O) = h(q, 1) = O dla 
q E [O, l ]. 

Definiujemy powierzchnie Q; : [O, 1]2 -, IR3 (i = 
1, 2, 3) wzorami 

Q1 (q , r) := Q(q, r ) + J(q)w, 

Q2(q, r) := Q(q, r ) + g(r)w, 

Q3(q,r) := Q(q,r) + h (q ,r)w. 

Powierzchnie Q 1 i Q2 możemy nazwać walcowymi mo­
dyfikacjami powierzchni Beziera Q, a Q 3 jej mody­
fikacją kopułową. Szczególny przypa dek mody fi kacj i 
kopułowej otrzyma 111y b iorąc funkcję h postaci 

h(q , r) := (J ® g )(q , r ) = J(q)g(r). 

vV zasadzie n ie ma żadnych formalnych ograniczei'1 
odnośnie klasy funkcj i użytych do m ody fi kacj i po-
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wierzchni Beziera, a le s koro jest to p owierzchnia wie­
lomia no wa , zatem funkcje J, g i h również powinny 
być wielomia nami. 

Dowo lna funkcja I{, : [O, l i -> IR indukuje funkcje 
określone wzorem. 

i{,: [O, li 3 t _, K-(t) + (t - l )K-(0) - tK.( l ) E IR, 

'R.: [O, l i 3 t _, t(t - l)K-(t) E IR. 

zerujące sie w p unkt ach O i 1, które można użyć do 
walcowej modyfikacji powie rzchni Beziera. Bez t rudu 
można podać wiele innych przyk ładów takich norm a­
lizacj i. Podobnie z dowolnej funkcj i X : [O, 112 

-+ 

IR można otrzymać funkcj~ zerującą. się na brzega.eh 
kostki [O. 112 tj. możliwą do zastosowania w kopułowej 
modyfikacji powierzchni Beziera. Przykładowo można 
to osiągnąć biorąc funkcję: 

x(q,r) x(q ,r) + (q - l )x(0,r) - ąx( l ,r) + 
+ (r - l )x(q, O) - rx(ą , 1) + 
+ (q - l )(r - l )x(0,0) + qrx(l, 1) + 

(q - l )rx(O, 1) - q(r - l )x( l , O) . 

Przykład 3 Punkty wiodące 

Po.o(- 1, l ,O), 
P 1.o(0, 1, 2), 
P2.o( l. l ,O), 

Po.1(-1,0,2) , 
P1.1 (O, O, 2), 
P2,1 (1,0, 2). 

P o.2(- l , - 1, O) 
P 1,2(0, - 1, 2) 
P 2,2( l , - 1, O) . 

wyznaczaJą prostokątny płat Beziera o równaniu 

x(q,r) 

y(q, r) 

z(ą, r) 

2r - 1 

1 - 2q 

= 4(( 1 - ą)ą+(l-r)r)+ 

8( 1 - q)q( l - r)r. 

1 

Rysunek 3: O rygina lny piat powierzchni Beziera z 
przykładu 3. 

Kładąc w = (O, O, l)T oraz przyjmując h (q , r) = 
1500ą (ą - ½) (1 - q)r (r - ½) (1 - r ) dostajemy zmo­
dyfikowaną (kop1tłowo) powierzchnię o równaniu 
(x, y, z) (ą , r), gdzie z(ą, r) = z(q , r) + h(q, r). 
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Rysunek 4: Kopułowo zmodyfikowany piat po-
wierzchni Beziera z przykładu 3. 

Zaproponowany sposób modyfikacji powierzchni 
Beziera można wykorzystać do nakładania na nią tek­
stury, up. pozwala pokryć powierznię „blachą trape­
zową" czy „gontem". 

Przykład 4 Definiujemy funkcje (forban, 1976) 

x(x ) 

((x) = 

2 2psi n x 
- arctan 2 . 
7r . 1 -p . 

arcs in (psin :r) 

a rcsin p 

x(x + a) + x (x - a) - x(x + /3) - x(x - /3) 
2(x(t+a) -x(i +,B) ) 

gdzie p E (O, 1) . a, f3 E IR parametry. Wykresy f1mkcji 
K i ( dla p = 0.999, 1 = 2~, a = j - ,, f3 = j + 'Y 
przedstawia rys1mek poniżej. 

O. 5 

-6 -4 - 2 

-o. 5 

O. 5 

Rysunek 5: Wykresy funkcji K i ( z przyk ładu 4. 

Imitację „blachy trapezowej" dostajemy kładąc na 
przykład h(q, r) := K(q) lub h (q, r) := ((q) , h(q, r) := 

l((ą)j . Rys1mek poniżej w przejaskrawiony sposób pre­
zentttje walcową modyfikację powierzchni Bćziera, w 
której w = (O, O, l)T a funkcja h(q, r) = ;0 ( (105q). 

Rysunek 6 : Tekstura z przykładu 4. 

Do imitacji „gontu" można z kolei wykorzystać np. 
piłokształtną funkcję 

2 psin x 
Ę(x) = - arctan --'----

7r l + pcosx 

z p = 0.999. 

- 1 

Rysuuek 7: Funkcja Ę z przykładu 4. 

2.2 Modyfikacja płatów trójkątnych 

Niech w E IR4 , w -1- O będzie ustalo nym wektorem, a 
f , h, s zadanymi funkcjami ta kimi, że 

f: [O, 1] 3 q _, f(t) E IR, 

h: [O, 1]2 3 (t1,t2)-> h(t1,t2) E IR, 

s: [O, 1]2 3 (t1,t2,t3) _, s(t1,t2,t3) E IR, 

oraz f (0) = f (l ) = O, h(0, t) = h(l , t) = O d la 
t E [O, 1] oraz h (t, O) = h(t, 1) = O dla t E [O, 1], 
s(O. t2, t3) = s( l , t21 t3) = O, s(t1, O,t3) = s(t1, l , t3) = 

O, s(t1.t2,0) = s(t1,t2, 1) = O. 
Definiujemy powierzchnie Q; : [O, 1]2 

_, JR3 (i 
1, ... , 7) wzora mi: 

Q1(q, r,t) := Q(q,r,t) + J (q)w, 

Q2(CJ, r, t) := Q(q, r, t) + J(r )w, 

Q3(ą 1 r, t) := Q(q, r, t) + J(t)w, 

Q4 (q, r, t) := Q(q, r, t) + h(q, r)w, 

Q5 (q, r, t) := Q(q, r, t) + h(q, t )w, 

Q 6 (q, r, t) := Q(ą , r, t) + h(r, t)w, 

Q1(ą, r . t) := Q(q, r, t) + s(q, r, t)w. 
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Powierzchnie Q1 , Q2 , Q3 nazwamy krawędziowym i 
modyfi kacjami trójkątnych piatów Beziera, Q4, Q5, Q5 
dwukrawędziowymi modyfikacjami, a Q7 modyfikacją 

trójkrawędziową lub kopułową. 

Przykład 5 Niech w = (O, O, p)T i niech s(q, r, t) = 
ą(ą-½)2 (ą- l )r(r-½)

2
(r - l )t(t-½)

2
(t - 1) . 

Wówczas powierzchnia okre.ślona wzorem 

x(q, r, t) 

y(q. T. t) 

z(q, T, t) = 

r-q 

J3t 
4 (qr + rt + qt) + p · s(q, r, t), 

dla q 2: O, r 2: O, t 2: O. q + r + t = I, jest 
kopułowo zmodyfikowanym trójkątnym płatem Beziera 

z przykładu 2. 

Rysunek 8: Zmodyfikowany trój~ątny piat Beziera z 
przykładu 5. 

Podsumowanie 

Zaproponowana. metoda modyfikacji prostokątnych 
i trójkątnych płatów powierzchni Beziera jest natural­
nym rozwinięciem idei z pracy Bożek i Środa, 2002. 
Pozwala w prosty sposób uelastycznić dobór kształtu 
konstruowanej powierzchni co może mieć liczne zasto­
sowania w grafice komputerowej. 
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