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ROZWIAZYWANIE ROWNANIA POISSONA METODA SPEKTRALNA

Bocustaw BOZEK

SOLUTION OF POISSON EQUATION USING SPECTRAL METHOD

Abstract

Galerkin method is one of the most frequently used methods for approximate solution of differential
equations. This approximate solution is most ofien serched in finite dimension vector space defined on first
order splines obtained by triangularization of the domain Q in which the equation is defined. When the
domain Qis a cube, it is convenient to apply the spectral method, in which the approximate solution is
searched in the space of polynomials. The orthogonal polynomials are selected as a basis of this space. This
method was applied in the present work for the solution of Poisson equation in a cube.

Jedna z czeéciej stosowanych metod przyblizonych
rozwiazywania réwnan rézniczkowyeh, w tym réwnania
Poissona, jest metoda Galerkina, przy czym zazwyczaj
poszukuje sie rozwiazania przyblizonego w skonczenie
wymiarowej przestrzeni wektorowej rozpietej na splinach
stopnia pierwszego indukowanych przez triangulacje ob-
szaru 0, w ktérym jest okreélone réwnanie. Gdy obszar
Q) jest kostka, wygodnie jest zastosowaé metode spek-
tralna, w ktérej poszukuje sie rozwiazania przyblizonego
w przestrzeni wielomianéw, przy czym jako baze tej prze-
strzeni wybiera sie wielomiany ortogonalne. W pracy
stosuje sie te metode do rozwiazywania réwnania Pois-
sona okreslonego na kostce.

1 Zagadnienie Dirichleta dla
rownania Poissona

Wariacyjne ujecie zagadnienia brzegowego.
Niech © c R™ (n € {2,3}) bedzie ograniczonym zbio-

rem o brzegu lipschitzowskim. W przestrzeni Sobolewa
(patrz Lions i Magenes, 1968 oraz Atkinson i Han, 2001)

HY(Q) = {’L“.Q—’R!/ (v? + Vv - V) (a:)da:<oc}.
Q

Z Norma

) n By 2
= (£ )

wyrézniamy podprzestrzeni liniowa funkeji prébnych:
r o g7l - ~ 771 o
V= HY(Q) = {p e H'(): o0 =0}.
Jest ona przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

(ol) = [ (Ve V0) ) d.

gdzie (-, -) jest iloczynem skalarnym w R™.
Szukamy rozwiazania u € H1(Q) zagadnienia brzego-
wego Dirichleta

(1)

Hu=f w Q
u==b na dQ,

gdzie b : 9Q — R, f : @ — R sa zadanymi funk-
cjami, przy czym b jest restrykcja do 92 pewnej funkcji

z H'(Q), natomiast

fe L#(Q) dla n>2
L'*E(Q) dla n=2

dla pewnego £ > 0. Dowodzi sie, ze problem ten jest
réwnowazny znalezieniu takiej funkcji u € H'(Q), ze:

U =b , 9
v o (plu) = = (fle)r2q - @)
peV

Niech b €H 1(Q) bedzie dowolnym rozszerzeniem funkcji
b tzn.: bpn = b w sensie teorii $ladu. Jezeli szukang
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ie

funkeje u przedstawimy w postaci
w =u +b,

to problem wariacyjny (2) jest réwnowazny znalezieniu
takiej funkeji ue HZ (1), ze:

Y (ol @) = = (£19) 2y — (2IB). (3)

Z lematu Laxa-Milgrama (Atkinson i Han, 2001) wynika
w prosty sposéb

Twierdzenie 1 Zagadnienie brzegowe (2) posiada
doktadnie jedno rozwigzanie.

Rozwiazanie zagadnienia (2) metoda Galer-
kina. Zalozmy, ze ciag V), V5, ... skonczenie wymia-

rowych podprzestrzeni przestrzeni V' jest aproksymacija
wewnetrzna tej przestrzeni, tzn.

A}im dist (¢, Vv) =0 dla wszelkich ¢ €V,

gdzie dist(...) oznacza odleglo$¢ w sensie normy po-
dyvktowane] przez iloczyn skalarny (-, -). Kazdemu
N € N odpowiada rozwiazanie przyblizone

. c - . . .
gdzie une V' jest jedynym w Vi rozwigzaniem
nastepujacego skoiczenie wymiarowego zagadnienia wa-
riacyjnego

(ol in) = (el H i) — (lb). ()
wEVN

Wiarygodnoéé  obliczeri numerycznych  uzasadnia
nastepujace (patrz Atkinson i1 Han, 2001 oraz Bozek i
Holly, 2001),

Twierdzenie 2 Ciqy (un)y_, rozwigzani przy-
blizonych jest zbieiny w przestrzeni Sobolewa H*(Q) do
jedynego rozwiqzania u zagadnienia (2), tzn.

A fluy = ull gy = 0.

Zazwyczaj rownanie wariacyjne (2) rozwiazuje sie me-
toda elementu skonczonego biorac za przestrzen Vy w
réwnaniu (4) przestrzen rozpieta na splinach stopnia
pierwszego indukowanych przez triangulacje obszaru
(np. patrz Bozek i Holly, 2001). W sytuacji gdy ob-
szar ten jest kostka, mozna wybraé inna aproksymacje
wewnetrzng przestrzeni H{ (€2). Nasze rozwazania ogra-
niczymy do kostki [—1,1]¢ € R?, przy czym na wstepie
omoéwimy przypadek d = 1, ktéry uogdlnimy na d = 2 i
d = 3. Do aproksymacji wykorzystamy wielomiany or-
togonalne, ktérymi w przypadku odcinka A := [—1,1]
i wagl p(z) = 1 sa wielomiany Legendre’a, a w przy-
padku 2 = A? (d = 2,3) iloczyny tensorowe Ly, ® Ln,,
L., ® L,, ® L,, tych wielomiandéw.

2 Wielomiany Legendre’a

Wielomiany Legendre’a sa okreslone wzorem

]. d'n
Ln : TR

2 mn
= npl den (=5 - 1),

Dowadzi sie, ze wielomiany Legendre’a mozna zapisad¢ w
jawnej postaci

i3 i n 2n — 21 on—2i
Ln(x)zé:. (—1) ( ; )( 7 ).r .
=0
oraz, ze spelniaja one zwiazek rekurencyjny:
LQ(E) = .,
2n+1 ; n
Ln = 'L‘u C) — L—
+1(2) n-{—ll (2) n+1" 1(2)
=1, 20 )i
Wielomiany te sa ortogonalne z waga p(z) = 1 na od-
cinku [—1,1] tj.
1
/ Ly(z)Lp(z)de =0 dla n#m,
-1
a ponadto
2 i 2 1
Lyl = Lylx)) de = . 6
L = [ @) o= g O

Jesli wielomian Legendre’a L, zapiszemy w postaci

n
Lue) = 3
i=0

to ze wzoru (5) w naturalny sposéb wynika zaleznoscé
rekurencyjna na wspotezynniki:

l1-n (n_9

To = — '
i _ 2n=1 oy 1-n (nog
1i = -1 _—
(1= Lyveyn—2)
A (n) . n-1 (n—1)
In—1 - TF}/HAQ *
NG R L St SN S
/'n n -1
(1
przy czym ";(00) =1, ”,'(()1) = 1;‘1 ) =1.

Mozna takze znalez¢ rekurencyjng zaleznosé miedzy po-
chodnymi wielomiandéw Legendre’a, mianowicie:

Lo(z) = 0,
Li(z) = 1 (7)
-In+1(-"~") (2n + 1) Ln(z) + L:zfl(i}

(= 125 5 &)
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Jedli pochodng wielomianu Legendre’a L, zapiszemy w
postaci
n—1
L (z) = Z J_E”):c*,
i=0
to ze wzoru (7) wynikaja nastepujace zwiazki rekuren-
cyjne na wspélezynniki:

&M = (@n-1)y""H 457
(i=0,1,...,n—3),

i = fan— DA,

5 = (2n— 1Y,

przy czym 5(()0) =0, 5[()1) =1, 5(()2) =0, 5;2) = 3

3 Metoda spektralna

Niech Py(§)) oznacza przestrzen wielomiandw o
wspdlczynnikach rzeczywistych stopnie nie wiekszego niz
k, a P)(Q)) podprzestrzen wielomianéw zerujacych sie
na brzegu Q. Ciag przestrzeni P2(Q) (k € N) stanowi
aproksymacje wewnetrzna przestrzeni Sobolewa H{ ().
Zauwazmy, ze jesli ¢ € Pr(A), to wielomian ¢* okreslony
zaleznodcia ™ (z) = @(z) — p(—1)15% — p(1) = jest
elementem przestrzeni P2(A).

Przyblizonego rozwigzania réwnania (1) bedziemy po-
szukiwac rozwiazujac réwnanie wariacyjne (4) w ktérym
Vv == PR(Q). W pierwszej kolejnodci zajmiemy sie
przypadkiem d = 1, czyli sytuacja gdy © = A.

Ustalmy N € N, N > 2. Niech §; := —-1,{y =1, a &5
(7 =1,...,N —1) niech beda pierwiastkami wielomianu
L'y (x). Skonstruowana na tych weztach kwadratura jest
kwadratura Gaussa, a zatem

1 N
Y O (z)de = D , 8
ot o [ e 3o r0E) ©
przy czym
2
p; = 5 . (9)
1T NN+ DILE,)
Niech /; (j = 0,...,N) beda wielomianami stopnia N
takimi, ze [;(§;) = 11 [;(§;) = 0dla i # j, czyli
N
x—;
i=0 37 t
iy

Kazdy z wielomianéw {; mozna przedstawi¢ jednoznacz-
nie w postaci

N
li(z) = Zasts(-T)- (10)
=0
Korzystajac z ortogonalnosci wielomianéw Legendre’a,

wzoru (8) oraz (6) i definicji wielomianu [; mamy

J21 (@) Ly (z)dx B
Sl L3 z)de

Q4 =

— zi:).:(] pmlj(gm)LS(‘gm) _ ijS(éj)
= - — . 5
st+3 s+3
czvli ostatecznie
1 . .

Pochodng wielomianu Legendre’a L; mozna jedno-
znacznie przedstawi¢ w postaci

n—1

L:z(‘{c) = Z STL'iL‘E(:C)‘ (12)
1=0

Korzystajac z (7) dostajemy wzér rekurencyjny na
wspdlezynniki 3,

-8n+]‘n =2n + 1!

Djn+]‘n—1 = 0?

ﬁﬂ—l‘i

oraz B1g = 1, fBag = 0, 85, = 3. Ze wzoru tego wynika,
7e

Brtri = (i=0,1,...,n—2)

nieparzyste,

8. = n+1v jesli n+id
ni ) parzyste.

jesli n+i (18)

W przypadku jednowymiarowym d = 1 poszukujemy
rozwigzania réwnania (4) w postaci

N-1

=1

Jako funkcje b bierzemy
b= b(Eg)lo + b(En )N, (15)

a funkeje f zastepujemy wielomianem interpolacyjnym
zbudowanym na wezlach §; tj.:

N
DD (16)
i=0

Wstawiajac (14), (15), (16) do (4) dostajemy uklad

rownan:

N-1 N
> Aullilly) = = F(E)elly) Laa) + (17)
i=1 k=0

—0(&o)(lolls) — bEN) (N ILz)

Dalej pokazemy, jak efektywnie wyliczyé wystepujace
w tym ukladzie réwnan iloczyny skalarne (l4];),
(Lilly) L2 (a)-
Przedstawiajac zgodnie ze wzorem (10) wielomiany
: : N N
lp 11; w postaci Iy = szo Sl by = Zq:() el
i korzystajac z ortogonalnodci wielomiandéw Legendre’a
mamy:

(j=1,....N=1).

N N
(il ey = D D cnpa(LplLe)raca) =
p=0 g=0
N N By
i
=Y oupjp(LplLp)2eay = L3 i i
p=0 p=0 P
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o

tak wiec

N
Qfep
(lkuj)[ﬁ(m = E — 1 - "Ip
p=0 pt3

Laczac wzory (10), (12) mozemy zapisa¢ pochodne [}, I}
w postaci:

N k-1 N m-1
l‘é - aikﬁquq = ajnz,gmpr.
k=1 q=0 m=1 p=0

Dalej mamy:

{Lills) = (VI5|VL) paeay = (4 |5 Jr2ay =
N m-1 N k-1
(E T et S Touset) -
m=1 p=0 =] g= L2(A)
N k-=1m-1
== Z a'ikﬁkqajﬂlﬁtmp (quLP)LQ(A) =
k.m=1g=0 p=0
N-1 N N
= Z Z a'ikﬁkqajmﬁmp (Lq|L;J)L2(,\) =
¢.p=0 k=q+1 m=p+1
N-1 N N
= Y. 2 ikimBiplmp (LolLp)pa(a) =
p=0 k=p+1 m=p+1
N— /
_ : i i alkajﬂLkaﬁmp
p=0 k=p+1m=p+1 P+ 2
Tak wiec ostatecznie
N

N-1 8

> 2 Z e —
p=0 k=p+1 m=p+1
i,j=0,...,N).

(19)

—

W przypadku dwuwymiarowym d = 2 poszukujemy
rozwiazania réwnania (4) w postaci

N—-1N-1
X (20)

i=1 j=1

.

Jako funkcje b bierzemy

(b(E0: &) lo ® b + b(En, &) In ® ;) +

M-

z S

=
o

L

+ (b(Ezago)l‘i ®10+b(§i=£1\7)li®'{f\’)~ (21)

1

T

a funkcje f zastepujemy wielomianem mterpolam jnym
zbudowanym na wezlach {£,,£,,... Ewh®

N N
FeY D fEsE)Lel.

i=0 j=0

(22)

Wstawiajac (20),
rownan:

(21), (22) do (4) dostajemy uklad

N—=1N-1

PIPIELT

i=1 j=1

N N
==Y > fEné)U

i=0 j=0
N

—Zb £0.&;){l0 ® Ljlly ® Lg) +

® |l ® ) =

1 @1l @ Iq)th-Q) +

N
= T b(En-E)in ® 41, ® L) +
j=

N-1

— > (& &) (L ® ol @ Lg) +
=1
N-—1

= D b€ el @ Lyl ® L),

i=1

gdzie @ = A x A, (p.q) € {1,....N — 1}*. Uklad
ten mozemy zapisa¢ w postacl macierzowej indeksujac
wedhug wzoru

N —1}* 3 (m.n) —
“1)-(N-1)+ne{l,..., (N —1)}.

Poniewaz

(L @ Uilly ® lg) p2qy =

= / (1 ® 1) (@ 4) (I ® o)z, y) dzdy =
[=1,1]%[~1,1]

-(/ W@z - ([ 11 (s}l ) =

= (Lillp)L2(ay - Uillg) L2 (ay

zatem ostatecznie mamy
(i @ Lillp @ lg) 2 gy = (lillp) L2 ()
L
. el )
I ® lj i
zatem liczac podobnie jak powyzej otrzymujemy wzor:

Leohllbel) = (Lll) - Glldpan +  (25)
+ (lilﬂp)Lﬂ(;\} Aljllg)-

W przypadku tréjwymiarowym d =
rozwiagzania przyblizonego w postaci

i Z_ .'._;klild* ) .

Funkcje f zastepujemy wielomianem 111tup0]a.(\1m m

(illg) Ly (24)

Poniewaz

Vel

3 poszukujemy

||M;

skonstruowanym na weztach {£5,&,....&n Bl
N N
f= ZZZ}”(& £, E)Li®L &
=0 7=0 k=0

V.



natomiast jako funkcje b najwygodniej jest podstawi¢
wielomian

N N
YN b i@l @l +
i=0 j=0
N N

+ ) b(EL g L el +

i=0 j=0

4
=
|

1
b(&;: En: EL)li ®lo @ 1k +

+
i1+
i
|

Bl&; En ER)li @ IN @ Ly +

M-

i
o
e

=3
|
> 3
=
|~
o

b(fo:fj-fk}[(l @1 @l +

gl
1

ik ]

2
|
—
|

T b(&f\’a&js&kﬂf\f ® [J & lA

.
Il
—
Eond
1
—

Wszystkie przeliczenia wygladaja analogicznie jak w
przypadku  dwuwymiarowym. Latwo wyprowadzié
zwiazek:

Lhelioklel,® .i,.)i__,_,(m =

= (t-i“y),r‘:(‘»\_) h (lj“!]’)j“l{‘.\) : (lk“r)z,‘lg,\) 1
gdzie Q = A® oraz wzér

Lok, @) =

= (["i“p> . (Zjlzq)m(m ) (lkllr)Lﬂ(;\) +

e (lzl":p)[,ﬂ(_f\) ’ <lj“q> . (Ikllr)z,'-’(,\) &

+ (Lillp) p2ay - Uillg) g2y - (kllr).
Powstaly uklad mozna zapisa¢ w postaci macierzowej ko-
rzvstajac z bijekeji

{L....N-1F>5 (i.j k) —
i = T - (0 —1)2 i~ PP~ L) + K
e (1 (V1)

Za ksiazka Blowey 1 in. (2002) przytaczamy jedno z
twierdzen o zbieznosci oméwionej metody spektralnej:

Twierdzenie 3 Jesli d = 2, f € H*(Q), b= 0, to

istnieje taka stata ¢ > 0, Ze

- —_— 3
lu =@l 1) < eN"*(log N)?

gdzie u jest rozwiqzaniem (2), a u rozwigzaniem (23).

Macierz ukladéw (17), (23) (jak réwniez macierz
ukladu w przypadku tréjwymiarowym) jest w metodzie
spektralnej macierza symetryczna, w ktorej praktycznie
wszystkie elementy sg niezerowe. Znaczaco ogranicza to
klase metod numerycznych rozwiazywania tego ukladu.
W gre wehodza metody dokladne takie jak metoda elimi-
nacji Gaussa-Jordana, metoda rozktadu macierzy ukladu

na czynniki tréjkatne, czy rozkladu na iloczyn macie-
rzy tréjkatne] i ortogonalnej. Poniewaz macierz ukladu
jest pelna, pojawiaja sie dla duzych wartosci N klopoty
z pamiecia komputera i czasem obliczenn. Metoda jest
jednak latwa do oprogramowania i daje dobre rezultaty
numeryczne.

Przykiad 1

Dla funkcji f = 01 bjpa = 1.0 jedynym rozwiazaniem
réwnania (1) jest funkcja stala v = 1.0. Dla N = 25
wyliczone wartosci rozwiazanie miescily sie w przedziale
[0.999979, 1.000102].
Przykiad 2

Dla funkcji f(z.y) = —2n%sin(rx)sin(nry) i bag =
sin(mx) sin(7y) rozwiazaniem rownania (1) jest fuukeja
u(z,y) = sin(mz) sin(wy). Rysunek 1 ponizej prezentuje
rezultat obliczen.

Rysunek 1:
przyktadu 2.

Rozwiqzanie numeryezne rownania (1) z

Po nieznacznych zmianach mozna zastosowal te

metode do rozwigzyvwania rdéwnania Helmholtza
2

Au — k*u = f.

Avtor mode udosteprod sainteresowangn kod Zrodlowy programe w jezyku
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