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MODYFIKACJA WIELOMIANOWYCH
KRZYWYCH BEZIERA

BoGustaw BoZEK, PROKOP SRODA

MODYFICATION OF POLYNOMIAL BEZIER'S CURVES

Abstract

The this paper some modification of polynomial Bézier curves is presented. By choise the vector v € K
and the parameter t€ (0, 1) one can influence signicantly onto change the shape the Bézier s curves.

1. WPROWADZENIE

Problemy dobierania (modelowania) krzywych i
powierzchni wystepuja w wielu dziedzinach nauki i
techniki. Po raz pierwszy P.Bézier i niezaleznie
de Casteljau zaproponowali wykorzystanie wielo-
mianéw Bernsteina do opisu konstruowanych krzy-
wych. P.Bézier zastosowal te metode do komput-
erowego projektowania karoserii samochodu Renault.
Stad krzywe te nazywaja sie krzywymi Béziera.

2. DEFINICJA KRZYWEJ BEZIERA

Krzyws Béziera (patrz [1], [3]) definiuje sie jako
kombinacje liniowsa wielomianéw Bernsteina:

Qt) =Y _ PB}t)

1=0

te[0,1]

gdzie P; = (z;,yi,z) ¢ € {0,1,...,n} sa danymi
punktami przestrzeni tréjwymiarowej R®, zas wielo-
miany Bernsteina sa opisane zaleznosciami:

n!

Bi(t) = m(

1 =g)?,

gdziet € [0,1], neN, :€{0,1,...,n}. Wielomi-
any Bernsteina posiadaja nastepujacs wilasnosé:

BP(t) = (1= )BF~'(t) + tBLT (1)
dlat€[0,1], i€{1,...,n}, n€N\{0}. Wiasnos¢

ta jest podstaws algorytmu obliczania Q(t), czyli wyz-
naczania dowolnego punktu krzywej Béziera.

3. ALGORYTM DE CASTELJAU

Algorytm geometryczny (de Casteljau) wyz-
naczania punktéw krzywej Béziera:

1. Wybieramy ¢ € [0, 1],
2. Dlai € {0,1,...,n} podstawiamy P;g — P,

3. Dlaje{1,...,n}, i€ {j,j+1,...,n} podstaw-
iamy

P,j—(1-t)Pi_1j-1+tP -1,

4. Q(t) :=Phn:
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Obliczone wartosci P, ; mozna zestawi¢ w kolum-
nach

Pn—l,{) Pn-l.l Pﬂ—1,2 i
Pn,O Pﬂ,l Pn,2 Pn,n

gdzie pierwsza kolumne tworza dane punkty wiodace
P; = P, o krzywej Béziera, a kazda nastgpna kolumna
powstaje z punktéw, ktére dziela odcinki laczace
sasiednie punkty poprzedniej kolumny w stosunku
(dla t # 1). Punkt ostatniej kolumny jest punk-
tem krzywej dla przyjetej wartosci parametru £, czyli
P n =102,

Latwo pokazaé, ze Q(0) = P, Q(1) = Py,
czyli krzywa Béziera przechodzi przez poczatkowy i
koricowy punkt wiodacy tj. Py i P,. Pochodne w tych
punktach sa okreélone zaleznosciami

Q) =n-(A-R), Q@)=n(P.-Pra).

Wynika stad wniosek, ze styczna do krzywej Béziera
w punkcie Py przechodzi przez punkty Fy i P oraz,
7e styczna w punkcie P, przechodzi przez punkty Py
1.Bs—1:

4. MODYFIKACJA WIELOMIANOWYCH
KRZYWYCH BEZIERA

Przy stosowaniu krzywych Béziera w grafice kom-
puterowej czesto zachodzi potrzeba ich modyfikacji w
celu uelastycznienia doboru ksztattu krzywej. Pewne
przyklady takich modyfikacji mozna znaleZé w ksiazce
[2]. Autorzy proponuja opisany ponizej prosty sposéb.

Niech v € R® bedzie ustalonym wektorem, a t* €
(0,1) ustalona liczba. Zdefiniujmy funkcje S : R D
[0,1] — R® wzorem:

2t t2 *
S(t) = Ft2—2-(;t?)_f‘2t‘ 1 e e
*—Jf(zﬁ,,—Jf dla te€[t*1].
Funkcja ta, jak latwo sprawdzié¢, jest funkcjy klasy
C'([0,1]), zatem funkcja

R(t) := Q(t) + S(t)v

jest gladks krzywa, ktéra mozemy nazwaé zmody-
fikowana krzywa Béziera. Poprzez dobdr stalej t*
i wektora v mozemy znaczaco wplywaé na ksztalt
krzywej R. Zmodyfikowana krzywa Béziera prze-
chodzi przez poczatkowy i koricowy punkt wiodacy tj.
Py i P,, a pochodne w tych punktach sa okreslone
zaleznosciami:

—35—

n-(Pp—F)+ %v,

2
n- (Pn —P,1)+ tT_—I'U.

R'(0)

R'(1)

Rysunek 1 przedstawia krzywa Béziera na plaszczyznie
R? skonstruowang dla punktéw wiodacych Pp(-1,1),
Pi(=2,1), P2(3,3), Ps(5,2), P4(7,0), Ps(4,-1) (kolor
czarny) a takze dwie zmodyfikowane krzywe Béziera

o o= 0B T = ( Lz

011 ) (kolor ciemno-szary)

i takiej same] wartosci t* oraz v = ( ?3 ) (kolor

szary).

3 o
P ".

1 /
f

Rysunek 1. Krzywa Béziera i jej dwie modyfikacje.

5. INTERPOLACJA KRZYWYMI
BEZIERA

Interpolacja krzywymi Béziera polega na kon-
struowaniu miedzy kolejnymi punktami interpola-
cyjnymi odcinkéw krzywych Béziera stopnia trze-
ciego w ten sposéb, by w kazdym punkcie interpola-
cyjnym pochodne obu taczonych krzywych byly jed-
nakowe. Przyjmujemy, ze danym punktom P;, (i =
0,1,...,k) odpowiadaja wartosci ¢; parametru t.
Punkty P,_; oraz P; dla 1 = 1,2,...,k sa punk-
tami konicowymi poszczegélnych fragmentéw krzy-
wych Béziera stopnia trzeciego. Dwa Srodkowe punkty
wiodgce, ktére oznaczymy P;_2 1 F;_ L dobiera sie¢ w
ten sposdéb, by zachowaé cia(gfos'é stycznej do krzy-
wej w punkcie P,. Kierunek stycznej s; w punkcie
P, dobiera sie tak, by pokrywal sie ze styczng do
paraboli przechodzacej przez punkty Pi_i, B, Py
przy wartosciach parametru t;_i, t;, tit1. Kierunek
stycznej wyznacza sie ze zwigzku

si=(1-a) Cio1 +04-C;
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i biga—t: Pi—Fi= Piy1—P;
AT L 2 i (A ) N & s i £\ _ Piyi-Pi
g T tizi—ti1! Cz—l ti—ti_1 C! S

Dla punktéw brzegowych i = 0 oraz i = & mamy:

20{)—31,
sk, = 20, 1 —sp_1

S =

Srodkowe punkty wiodace, dla kazdej skladowej
krzywej Béziera wyznacza sie ze wzoréw:

1
Pi—% Pi—1+§(ti_ti—l)5i—1:
1
Pi—% = Pi—§(t1' —t,;_I)S,;.

Przy interpolacji zmodyfikowanymi krzywymi Béziera
wystarczy tylko inaczej zdefiniowaé $rodkowe punkty
wiodace. W tym wypadku nalezy zastosowaé wzory:

= 1 2
Pi-% = Pi-—l + E (ti - ti—l) (Si—l - t—*v) s
B i = B—olti—ti1) 2

i-t = i i i—1) | Si - 1'” -

Przyklad 1 Wyznaczyé krzywq Béziera inter-
polujaca punkty Po(0,0), P1(0,6), Px(6,6), P;(6,0)
przy nastepujgeych weztach: to = 0, t; = 1, ty = 2,
tg = 3.

Na podstawie przedstawionych wzordw obliczamy:

@i = ag=

1 1
2! 2

Co=P-F, Ci=P—-P,C,=P;— P,

3 1 1
S0 = —EPO +2P; — §P2, s1=3 (P — Fo),
1

(P3_P1)333=2

3
8y PL—2P+ 55,

[ R

a takie po uwzglednieniu wspdlrzednych punktéw
poszukiwane punkty wiodgce:

Pl—% (_1?3)! Pl—%(_]‘w 5}7 P2—%(ls 7)»

P2—% (5a 7)1 P3—--§ (7! 5)1 PS—% (73 3)
Krzywa Béziera interpolujoca punkty P, Py, P, Ps

sktada sie z trzech krzywych stopnia trzeciego Q1(t),
Q2(t), Q3(t) opisanych wzorami:

Qi(t) = (=3t(1-1),3t(3 —1)),
Qa2(t) = (-3t(-2t* +3t+1),3(-t* +t+2)),
Qs(t) (=3(—t2 +t+2),3(1 —t)(t+2))

dlat € [0,1] i jest przedstawiona na rysunku 2:

wofrd

- B -3
P]_ P2
Bg(f® -5
4
P\’ Pay
2
Po PS
2 4 ©

Rysunek 2. Interpolacyjna krzywa Béziera interpolujqca punkty
PyP, P, P

Przyklad 2 Wyznaczyé zmodyfikowang krzywa
Béziera interpolujgcq punkty z poprzedniego przyktadu

przy tych samych weztach biorge t* = % oraz
( : )
U= 3
1
Zgodnie z przedstawionymi wzorami punkty

posrednie sq réwne:

1 4
3 = P+ 3 (so—4v) =P _z — v (-1,2),

= 1 4
Py = PA- % (s1+4dv)=PF_1 + V= (-1,6),
~ 1 4
.PQ_% — P1+§(51—4‘U)=P2_%—§ =(1,6),
~ 1 4
Py = PB-— 3 (52 +4v) = P2_% A §’U = (5,8),
= 1 4
PS—% = P2+§(32—4U)=P3_%—§ = (7,4),
~ 1 4
PS—% = P3—g(53+4'1)):P3_é+§ =(7,4)

Jak widaé, skonstruowane posrednie punkty wiodqce
mogq sie pokrywad. W tym przypadku

?a—g = ﬁ3-§ = (7,4).

Krzywa Béziera interpolujgca punkty Po, Py, Pa, Ps
sktada sie z trzech krzywych stopnia trzeciego Ry(t),
Ry(t), Rs(t) opisanych wzorami:

Ri(t) = (=3t(1—1),6t(1+t—1t%),
Ro(t) = (=3t(—2t>+3t+1),6(1+t>-1¢%)),
R3(t) = (=3(—t*+t+2),6(1-t+t*—1t%)

dla t € [0,1] i jest przedstawiona na rysunku 3:

(o



T e N e e

R R R R R R R R R RN R R R O R R OO O OO R R O O R TR ORI Ir=

8 ﬁ2_%
B,
P Pz—% P,
4
Psy =Py
S 2
B g
Py P;
g 4 6

Rysunek 3. Zmodyfikowana krzywa Béziera interpolujqca punkty
P(].P[, PZ: P!'

7

Py P;

1 2 3 4 5 B

Rysunek 4. Interpolacja punkty Py, P\, Py, i Py krzywq Béziera i
zmodyfikowanq krzywq Béziera.

Dla poréwnania przedstawiamy obydwie krzywe na
jednym rysunku.

6. PODSUMOWANIE

Przy stosowaniu krzywych Béziera w grafice kom-
puterowej czesto zachodzi potrzeba ich modyfikacji w
celu uelastycznienia doboru ksztattu krzywej. Au-
torzy zaproponowali prosta modyfikacje tych krzy-
wych, ktéra determinuje wybér wektora v € R® i stalej
t* € (0,1). O wyborze tych parametréw decyduje je-
dynie zamierzony efekt graficzny.
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