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STABILIZACJA ALGORYTMU MES W ROZWIAZANIACH
ZAGADNIENIA PRZEWODZENIA CIEPLA
W WARUNKACH KONWEKCJI ZE ZRODLEM CIEPLA

ZBIGNIEW MALINOWSKI

STABILIZATION OF FEM ALGORITHM IN APPLICATION TO HEAT TRANSPORT
EQUATION WITH CONVECTION AND INTERNAL HEAT SOURCE

Abstract

Stability of FEM algorithms in applications to heat transport equation with convection and internal
heat source has been investigated in the paper. Various possibilities of modelling of time dependence were
tested. The results of computations have shown lack of stability of steady state solutions in case of material
fow with high gradients of the velocity field. Tube rolling process is considered as an example. This process
involves significant inhomogeneity of velocity field. Stabilization of selutions using upwind finite element
schemes does not always leads to satisfactory results, as well. It is caused by high gradient of the velocity
Jield in the tube rolling. Stable results can be obtained using non steady state solutions with convection. It is
necessary, however, to use a proper number of elements.

1. WSTEP

W procesach przerobki plastycznej takich jak wal-
cowanie, ciggnienie lub wyciskanie mozliwe jest w
szeregu przypadkach zastosowanie rozwigzan stacjo-
narnych. Podejscie takie zazwyczaj prowadzi do za-
dowalajacych rezultatow, przy wielokrotnie krétszym
czasie obliczen numerycznych. Rozwiazania stacjo-
narne wymagaja jednak stosowania technik iteracyj-
nych w przypadku nieznanego ksztattu materiatu po
odksztatceniu plastycznym. Problem ten jest rozwia-
zywany przez zastosowanie odpowiednich procedur
poprawiania ksztaltu powierzchni swobodnych i za-
zwyczaj daje rozwiazania zbiezne. W przypadku pro-
cesow trojwymiarowych takich jak walcowanie ksztal-

townikow, dziurowanie lub wydtuzanie tulei w wal-
carkach skosnych, zmiany ksztaltu materiatu zmusza-
ja do stosowania rozwigzan iteracyjnych zblizonych
do rozwiazan niestacjonarnych pod wzgledem liczby
wykonywanych korekt ksztattu i wlasnoéci materia-
tu. Jednym z istotniejszych problemoéw jest wzajem-
ne oddziatywanie pola temperatury i pola odksztalcen
w kolejnych iteracjach. W pracy badano stabilnosc
rozwigzania pola temperatury w procesie wydtuzania
tulei dla dwoch przypadkow rézniacych sig wspol-
czynnikiem wydiuzenia. W celu wyznaczenia pola
temperatury zastosowano cztery rézne schematy nu-
meryczne, dwa schematy stacjonarne z niesymetrycz-
nymi funkcjami wagi oraz dwa rozwiazanie niesta-
cjonarne z uwzglgdnieniem konwekcji i bez
konwekcji.
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2. Model mechaniczny

Proces wydluzania tulei charakteryzuje si¢ prze-
strzennym stanem odksztalcenia. Stosujac wspotrzed-
ne cylindryczne i zaniedbujac zmiany pola predkosci
w kierunku obwodowym tulei, mozna przeprowadzi¢
analize stanu odksztalcenia w plaszczyznie r-z, w spo-
sob przedstawiony na rysunku 1. Uproszczenie to zde-
cydowanie skraca czas obliczen numerycznych. Roz-
waza si¢ proces odksztalcenia na gorgco materiatu
izotropowego o objetosci kontrolnej V. Zaktada sig,
ze odksztalcenie materiatu jest osiowosymetryczne.
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Rysunek 1. Schemat procesu wydluzania tulei.

Tarcie 7, na powierzchni styku materiatu z od-
ksztalcanym narzg¢dziem S modelowano stosujac row-
nanie

1
Ts=fﬂlo'p (1)

gdzie m jest czynnikiem tarcia a 7, reprezentuje na-
prezenie uplastyczniajace. Zalozono, ze naprgzenie
uplastyczniajace jest funkcja temperatury, odksztal-
cenia i predko$ci odksztalcenia. Warunki brzegowe na
powierzchni styku tulei z walcem 1 trzpieniem wpro-
wadzono przyjmujac zerowa predko$¢ normalna do
powierzchni narzedzia S

V=0 2

Przez v, oznaczono predkoscia normalng do po-
wierzchni narzedzia. W modelu materialu pomija sig
sprezyste odciazenie i przyjmuje sig, ze wszelkie od-
ksztatcenia maja charakter trwaly. Umozliwia to przy-
jecie w objetosci kontrolnej V intensywnosci napre-
zeh G réwnej naprezeniu uplastyczniajacemu

=0, (3)

W rezultacie zagadnienie sprowadzono do minimali-
zacji funkcjonatu mocy wzgledem pola predkosci v,
ktore spelnia warunki brzegowe procesu. Wartosci
weztowe pola predkosci wyliczano minimalizujac
funkcjonat mocy

(v;) =_[{EE+ AZH’(EﬂdV +
V’

J' EAT
6(1—2v)

2 4
(dw ) av + erHAdeS “)
s

v

gdzie:

E —Modut Younga,

H' — modut sprezysto-plastyczny

§ - intensywnos¢ predkosci odksztatcenia

At — przyrost czasu,

v — wspolezynnik Poissona;

d,, — aksjator tensora predkosci deformacji;

M| - nieciagtoé¢ predkosci normalnej na powierzch-
niS.

Pierwsza calka w funkcjonale mocy reprezentuje moc
dewiatora naprezenia, druga catka wyraza moc spre-
zystej zmiany objetosci i petni rolg warunku niescisli-
wosci. Zatozono, ze w odksztalcanym materiale zmia-
na objetosci jest dopuszczalna w zakresie odksztatcen
sprezystych ale ma skutek nicodwracalny. Trzecia cal-
ka wprowadza moc tarcia na powierzchni styku od-
ksztalcanego materialu z narzedziami. Wyprowadze-
nie funkcjonatu mocy (4) podano w pracach
Malinowskiego i Lenarda (1993) oraz Malinowskie-
go (1994).

Wsp6tczynnik Poissona zdefiniowano w postaci funk-
cji

v=vdla <o

Vzvmax_(vmax_v) EXP[ 1—'}’2:|d]a5>0'1 &)

Ol
gdzie:
v, —maksymalna warto$¢ wspotczynnika Poissona,
v — minimalna warto$¢ wspotczynnika Poissona,
y  — parametr skalujacy
0, - minimalna warto$¢ naprezenia uplastyczniaja-
cego.

Procesu wydtuzania tulei charakteryzuja sig skompli-
kowanym ukladem warunkéw brzegowych naktada-
nych na pole predkosci. W celu ich uproszczenia za-
lozono, ze narzedzia sa sztywne. W rezultacie
odksztalcany materiat §lizga si¢ po powierzchni sztyw-
nej. Umozliwia to wprowadzenie predkosci stycznej
do powierzchni narzedzia w weztach elementow sty-
kajacych si¢ z narzgdziami. Wypetnienie tego warun-
ku osiagnieto eliminujac w wezle jedng sktadowa pola
predkosci

NP { ;f) 6)
Ve = V:M (7)
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Funkcja /. opisuje zewnetrzna, a funkcja f, wewnetrz-
na, powierzchnig tulei. Wartosci funkcji obliczano sto-
sujac liniowg interpolacje potozenia weztdéw elemen-
tow siatki Lagrangea lezacych na powierzchni
wewngtrznej i zewnetrznej tulei. Ksztalt tulei po od-
ksztalceniu nie jest poczatkowo doktadnie okreslony.
W zwiazku z tym stosowano procedurg iteracyjna po-
prawiania ksztattu tulei, odksztatcen, naprezenia upla-
styczniajacego i temperatury, w celu uzyskania pro-
cesu stacjonarnego. W kolejnych iteracjach korekte
dokonywano w oparciu o rozwiazanie uktadu rownan
rozniczkowych zwyczajnych

d.
;‘; = v,(r,2)
de
P ve(r.2)
dz

— =v,(rz)

dt (8)

dE . 5 B
E = (1",3) = Ed{,'d,j

Do rozwiazania uktadu réwnan rozniczkowych sto-
sowano metode Rungego-Kutty. W wyniku rozwia-
zania ukfadu réwnan uzyskuje si¢ nowe wspolrzedne
weztow elementéw Lagrangea oraz intensywno$¢ od-
ksztalcenia w weztach elementow. W poczatkowych
iteracjach na ogot nie uzyskuje sie stacjonarnego prze-
biegu procesu. Powoduje to, ze wyznaczony nowy
ksztatt tulei moze by¢ bledny. Problem ten nie wyste-
puje w rozwiazaniach niestacjonarnych, gdzie istnie-
je mozliwo$¢ doboru kroku catkowania tak aby nie
doprowadzi¢ do powstawania istotnych bledow w
okreslaniu przemieszczen weztow. W przypadku roz-
wigzan stacjonarnych rolg dlugosci kroku catkowania
moze spelic¢ gestos¢ siatki elementéw w kierunku z
(dtugos¢ strefy odksztalcenia). Catkowanie rownan (8)
wykonywane jest wtedy migdzy kolejnymi pionowy-
mi liniami siatki elementow. Dalszg stabilizacje cat-
kowania uzyskuje si¢ przez zastosowanie do wspot-
rzednej promieniowej » schematu

r=(1-8) 1+ Bk (9)

gdzie k jest numerem iteracji a 8 jest wspolczynni-
kiem z zakresu od 0 do 1. Wspétrzedna promieniowa
wezlow jest poprawiana jedynie o pewng czg$¢ prze-
mieszczenia wyznaczonego z rozwiazania uktadu row-
nan plyniecia. Testy numeryczne wykazaty, ze dobre
rezultaty osiaga sie w przypadku gdy § = 0,75. Zasto-
sowany w modelu mechanicznym tensor predkosci
deformacji zwiazany jest z polem predkos$ci réwna-
niami

. =0v(n2)
e ar
dog = _v,-(:,z) ;
=T
iy = %[a nitnd] va(f.‘,z)}
’ ] (10)
Oz 5 oy
b= (22 | 202
-2 dr dz

W modelu ptynigcia plastycznego uwzgledniono skre-
canie Scianki tulei, przez wprowadzenie w weztach
elementow trzeciej sktadowej pola predkosci — pred-
kos¢ obwodowa v,. W rezultacie uzyskano pelny troj-
wymiarowy opis stanu odksztatcenia. Uproszczenie
Jjakie wystgpuje w stosunku do rzeczywistego prze-
biegu procesu wynika z zaniedbania zmian predkosci
v, w kierunku obwodowym.

2.1. Aproksymacja pola predkosci

Pole predkosci jest aproksymowane dziewieciowezto-
wymi elementami Eulera. Siatka elementéw Eulera jest
generowana po kazdej iteracji. Stosowana jest proce-
durg odnawiania siatki oparta na transformacji obje-
tosci kontrolnej. Objetosé kontrolna jest przeksztat-
cana w kwadrat o znormalizowanym boku réwnym
jeden (Malinowski 1 Szyndler, 1987). Wspolrzedne
znormalizowane u,, u, sa zwiazane ze wspolrzednymi
globalnymi r, z réwnaniami

f-Gua)- £, (u2) (11)
s = Z-Zi 55
S Zy~Zy 2)

Stale Z,, Z, okreslaja poczatek i koniec strefy odksztal-
cenia, w przyjetym uktadzie wspdlrzednych. Znorma-
lizowany obszar jest nastgpnie dzielony na elementy
prostokatne. Nastgpnie wspolrzedne wezlow elemen-
tow u,, u, sa transformowane do uktadu wspoélrzed-
nych Eulera

i
_ Wi~
S e (13)
U] - u

F o= ug-ué
e

2 (14)
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Wskazniki i, j oznaczaja numer elementu, odpowied-
nio w kierunku 7 i z. Pole prgdkosci w obszarze ele-
mentu Eulera jest interpolowane funkcjami ksztaltu

3003
ol LioLnd = E; EPZL— Pu VY (15)
3003
vilCily) = E ;ny Pu W (16)
5 3
vo((.¢h) = ; Z}Pﬂ Pu Vi (17)
Paraboliczne funkcje ksztattu maja postac
Pa=1-3,+2¢;
">:4 -4 2
P{_ gg gl (18)
P3=203-¢. =12

Opracowana metoda aproksymacji pola predkosci
umozliwia odnawianie siatki elementow po kazdej ite-
racji. Siatka Lagrangea jest niezalezna od siatki Eule-
ra. Umozliwia to dobranie ggstosci siatek odpowied-
nich do opisu geometrii tulei i aproksymacji pola
predkosci.

Naprezenie uplastyczniajace jest funkcja tempera-
tury 1 wymiana ciepta odgrywa znaczaca rolg w mo-
delowaniu procesOéw odksztalcenia na goraco. Napre-
zenie uplastyczniajace jako funkcje temperatury,
odksztalcenia i predkosci odksztalcenia mozna wyzna-
czy¢ na podstawie wynikow badan plastometrycznych.
W literaturze dostepne sg rownania dla wielu gatun-
kow stali. W przypadku stali wegglowych mozna sto-
sowa¢ wzory Shidy (1974):

B ) | E_ n
o= (1365 “'0”—’-1,55)(16} (19)
Wspotczynniki n 14, dla
- = -
Tr-273 =T20,95 C + 041 20)
1000 G =+ 10,32
maja postac:
5 0,01
§ =279 ex] B T —
? b L T C+ 0,05} @)
n=(-0,019C + 0.126) T +
(0.075C - 0,05) (22)
W przypadkach gdy
- s +04
=273 T <095 C + 041 23)
1000 C + 0,32

wspolezynniki n 10, maja postac

,=2,75|30(C+0,0) F-0,95-C X042 1, € +0.06
C+042 ) C+0,09
exp| €032 001 24)
. 0,19(C+0,41) C+0,05
n=(0,081 C-0,154)T - 0,019 C+0,207 +—222] _
] 3 k] g C + 0’32 (25)

Przez C oznaczono zawarto$¢ weglaw staliw % aT
jest temperaturg bezwzgledna. W przypadku stali au-
stenitycznych naprgzenie uplastyczniajace mozna
wyznaczy¢ ze wzoru (Malinowski i in., 1996)

o » =1256,5exp[-0,0020257 (T - 273)]

£ 0.0010463 o1 0674012 8] 003120288 (26)

3. Model wymiany ciepla

W przyjetym ukladzie wspoirzednych cylindrycz-
nych, pole temperatury tulei bedacej w ruchu mozna
okresli¢ z rozwiazania rownania przewodzenia ciepla

2 2
P {a T, 197, 0T

- +aTT+q:
art radr 30 067 '
(2T, 0T, o7, oT -
g P(ax "oy oz 3o

przy warunkach brzegowych oraz warunku poczatko-
wym w plaszczyznie wejscia do objetosci kontrolnej.
Na powierzchni styku materialu z narzedziem waru-
nek brzegowy okreslono ggstoscia strumienia ciepta

Avlds (28)

1
4 :ap (T - Ta)+ EJ'TS
S
W tym przypadku wspélczynnik wymiany ciepla okre-
§lono z rownaf

o= 204385936 2 212
1000

r160ay Tn=273
1000

dla T, < 973K (29)

1000
dlaT,>973K (30)

Na zewnetrznej powierzchni swobodnej tulei ma miej-
sce wymiana ciepla z otaczajacym powietrzem, gdzie
warunek brzegowy okres$lono gestodcia strumienia
ciepla

¢ =0, (T-T,) 31)

Wspbtczynnik radiacyjnej wymiany ciepta okreslono
z rObwnania

— Lo 2
o =115566-190554 T =273 1 g506g) Lu 212
! 1000
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4 _ 4

T-273 5T
a, =[12-05222272 .5 669310
1000 T

(32)

a
Warunek poczatkowy w plaszczyznie wejscia do ob-
Jetosci kontrolnej przyjeto w postaci znanego rozkla-
du temperatury

I(r)=T,(r) (33)

W réwnaniu przewodzenia ciepta 4 jest wspdlezynni-
kiem przewodzenia ciepla, o reprezentuje gestosé, ¢
cieplo whasciwe, a wspotezynnik wymiany ciepta, T,
temperaturg otoczenia lub temperaturg powierzchni
narzgdzia, T, okresla poczatkowa temperature od-
ksztalcanego materiatu. Gesto$¢ wewngtrznego zro-
dfa ciepta g, zwiazanego z odksztalceniem plastycz-

nym wyznaczono z réwnia (Zehnder, 1991)

.L/ CH’
g =U€£1‘Tj (34)

gdzie ¢ jest parametrem zaleznym od materialu. W
przypadku stali ¢ = 20. W réwnaniu przewodzenia
ciepta wystepuje czton konwekeyjny uwzgledniajacy
ruch osrodka dla ktérego wyznaczane jest pole tem-
peratury. W przypadku procesu wydhuzania tulei moz-
liwe jest zastosowanie rozwiazania stacjonarnego do
rownania przewodzenia ciepla. Rozwigzanie takie po-
winno da¢ wynik identyczny jak rozwiazanie niesta-
cjonarne. Zardwno w przypadku rozwiazan stacjonar-
nych jak i niestacjonarnych mozna zastosowaé kilka
schematdéw numerycznych. W pracy testom numerycz-
nym poddano cztery schematy: dwa stacjonare i dwa
niestacjonarne. Model wymiany ciepta dyskretyzowa-
no w sposob typowy dla metody elementéw skonczo-
nych. Zgodnie z przyjetym w modelu mechanicznym
uproszczeniem polegajacym na zaniedbaniu zmian
pola predkosci w kierunku obwodowym, w modelu
wymiany ciepla pominigto rowniez przewodzenie cie-
pta w kierunku obwodowym. Zastosowanie metody
reszt wazonych Galerkina do rownania przewodze-
nia ciepta prowadzi do uktadu réwnan rézniczkowych

P

Ki(@) T j(2)+Cy(0) T;(r) = Gi(T) (35)

Pochodna substancjalna temperatury, dla o$rodka be-
dacego w ruchu, ma postaé
J (36)

a7, 0T, ;0T; . dT;
()= =L+ vl =L +v]
Zakladajac liniowa zmiang temperatury w czasie Az

3t o 5 T

I(B)=(1-B)T(z,)+BT(z,+AT) (37)
gdzie
B=T[;‘: b 7€ [r,7 L AT (38)

Wykorzystujac nowa zmienng S otrzymujemy wzor
na pochodna czastkowa temperatury

AT _3TIB_T(e,+A0)-T(,)

o 9P ot AT (39)
Podstawiajac wyrazenia (36), (37), (39) do réwnania
(35) otrzymujemy ogdlny schemat numeryczny
rozwiazywania rownania przewodzenia ciepta
lc; + Bat(k,; + Wz, + AT) =
[Cy _Af(l_ﬁ)(Kfj +I/V.fj)]Tj(To)+ (40)
At[(1- B)Gi(z,) + BG;(z, + AT)]

Wybierajac warto§¢ zmiennej 5 z przedziatu [0,1]
otrzymujemy rézne schematy numeryczne. Do najcze-
sciej stosowanych naleza schematy: Eulera 8 =0, Cran-
ka-Nicolsona f = 1/2, Galerkina g = 2/3.

3.1. Model niestacjonarny z konwekcja

Stosujac schemat Galerkina do rownania (37), oraz
pomijajac zalezno$¢ w czasie At macierzy K, oraz C;
od temperatury, otrzymujemy

Aj(7,) T;(T,+AT)=B,(T) (41)
gdzie

455 = W)+ k)] ey @)

Bf(r){ W,z + ky(x, ))+ —Cy(%, )}

(43)
Ti (Ta) g5 g Gi (Tr))'i_g Gi(To +: AT)

Dla jednego elementu macierze C, K, W, oraz wek-
tor G, maja postac

AZ} N: Nj p“cy Dt (44)
d N ON; | i &

Wy %p‘ci(va, ar’“ i3, Dy (45)
4

| ON;ON; ON;ON; | & &

o A'r’\ i J I J D‘. 7+

Ky ,2 [a,- 3,  9; 9-
4 2 (46)
S S Y NN o D
s=1 k=l '
4

Gi=Y L N,(a T - ¢")Df ¥ +
s=1 k=1
s (47)
2 JQ\’Df

s
l

-139 -

INFORMATYKA W TECHNOLOGII MATERIALOW




INFORMATYKA W TECHNOLOGII MATERIALOW

gdzie L jest stata rowna 1 dla boku elementu na kto-
rym zadawane sa warunki brzegowe, w przeciwnym
przypadku L* = 0. Indeks s wskazuje numer boku ele-
mentu a indeks & numer punktu Gaussa, Dyskretyza-
cja pola temperatury i ksztattu materiatu jest wykona-
na we wspdtrzgdnych cylindrycznych w plaszezyznie
r-z. Przekroj wzdhuzny jest dzielony na 4-weztowe ele-
menty Lagrangea. Typowa siatkg elementéw Lagran-
gea w plaszczyznie r-z przedstawiono na rysunku 1.
Wspdlrzedne globalne 7, z sa zwiazane ze wspotrzed-
nymi lokalnymi &, §, réwnaniami

4
7’(5]:52)__‘2 Niri (48)
=l

4
2(£1.6)=Y, N z (49)
i=1

Pole temperatury w obszarze elementu jest interpolo-
wane na podstawie wartosci temperatury w weztach
clementow

4
T .E)=Y, Ni T (50)

i=1
Liniowe funkcje ksztattu N, dla elementu 4-wgztowe-
g0 maja postac

N.i:% (1"'51551)(14'525‘52) - (31)

Pochodne funkcji ksztattu wzgledem wspotrzednych
globalnych wyznaczano z rownan

9Nk _ 19Nk
Jr ¢,
I o
3: 7 9E,

Wyznacznik macierzy przeksztalcenia wspotrzgdnych
globalnych do wspétrzednych lokalnych elementu ma
postac

| or or |
98, 9¢,
D, = det
Jdz 0z (53)
i &, d¢, ]

W przypadku boku elementu jakobian przeksztalce-
nia obliczano ze wzoru

dI INL &
D e, l
73 & %agl (54)

Macierz odwrotna przyjmuje postac

dz _ or
oy 9, 9,
IO o 59)
| 9&, 04

Pochodne wspoirzednych globalnych wzgledem
wspdtrzednych lokalnych wyznaczano ze wzoréw

o 1 &k ek ) Lk
a—él 2 Eﬁl (1+§257)f
af" _1 4 k k k (56)
aéz_zggz (1+§lél )r
o 1 & k k)&
== 1+ 265 )2
9, 4%5’( ed)
9 _1 <&k e )k (57)
A G
a1 ¢ .
== Y& I (58)

Wspotrzedne lokalne oznaczono przez §/, natomiast
wspolrzedne globalne elementu przez *, z*, natomiast
[ oznacza dlugos¢ boku elementu.

3.2. Model niestacjonarny dla ciala
nieruchomego

Typowe rozwiazanie niestacjonarne uzyskuje si¢ w
przypadkach gdy predko$é¢ ruchu osrodka jest niewiel-
ka. Wowczas pominigeie macierzy W; nie wprowa-
dza istotnych blgdow w schemacie numerycznym. W
tym przypadku otrzymujemy macierz 4, oraz wektor
B, w postacli

45(T,) = %[Kg(’fo)] + Ej—fcm) (59)

BI(T) = ['é (Kg(ro))_kzd% er(ro)j| T,-(f()) +

1 1 (60)
EGE(Tr))+§ Gi (To + AT)

3.3. Modele stacjonarne

W przypadku stacjonarnego pola temperatury pochod-
na

AT .

5 (61)
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przyjmuje warto$¢ zero 1 schemat numeryczny ulega
ZNacznemu uproszczeniu, przyjmujac postac

(&, +W;)r; =G, (62)

Macierze K, W, oraz wektor G, okreslone sq wzora-
mi (45,46,47). W rozwigzaniach stacjonarnych poja-
wia si¢ jednak problem stabilnos$ci uzyskiwanych roz-
wigzan w przypadkach gdy czton konwekcyjny
okreslony macierza I, osigga duza wartosc. Przypa-
dek taki zostat szeroko opisany w pracy Heinricha i
in. (1977). W celu wyeliminowania rozwiazan niesta-
bilnych, w rozwiazaniach stacjonamych stosowane sa
niesymetryczne funkcje wagi. Podejscie takie daje na
ogol zadowalajace rezultaty. Mozliwe jest zbudowa-
nie r6znych schematéw numerycznych przez wybor
funkeji ksztattu 1 funkcji wagi. Testom numerycznym
poddano dwa schematy oparte na réznych funkcjach
wagi 1 funkcjach ksztattu.

Model I oparto na 4-weztowych funkcjach ksztaltu
(51). W macierzy W, w miejsce funkcji ksztattu wpro-
wadza si¢ niesymetryczne funkcje wagi, ktére opra-
cowano na podstawie pracy Heinricha i in. (1977).
Funkcje te maja postac

U =[0+¢&,&)2+mili+&,.8,)2+w2]

63
i:1’233q4 ( )
gdzie
PR P i) s
4\/134_»: [\!J_:J"T]-L [ \ +1 J \/-\/\J +\.

(64)
. (BAFT)  {VDiind)
wa=ld_ Yo |& ° -+e S
ARt | [Dfied ) {JBliind) (D242

(65)
W rezultacie macierz W, przyjmuje postaé

24: k fl ok aNjﬂ,U IN;
o1 "9

et el AN

Model II (Pietrzyk i Lenard, 1991) oparto na 12-we-
ztowych funkcjach ksztaltu

N 312 {1 +5“§1Xl +§2f€2)[9(§11’§1): + 9(51552)2 —IOD
i=1234
(67)

= {i+&,8)0- £ 01498,

(68)
i= 56,78

9
Ni:}“z’ (1+§2i§2)(1 _§1§1X1+9§1551)}
= 9,10,11,12

(69)

W macierzy W, w miejsce funkcji ksztattu wprowa-
dza sie¢ niesymetryczne funkcje wagi

JD,

S INi 9N -
\/V:T+vf or a—’ (8

w rezultacie macierz J7, przyjmuje posta¢

Uj: N£+

S kx| w4 ONj . k. ON; | s &
W=, p'ch [vfo,- 5 iUy o JDﬁ )
k=1 d :

4. OBLICZENIA NUMERYCZNE

Obliczenia pola temperatury wykonano dla dwéch
przypadkow wydtuzania tulei rozniacych sig stopniem
wydtuzenia.

W pierwszym przypadku wydtuzano tuleje (ozna-
czona jako tuleja I) ze wsadu o wymiarach: $rednica
zewngetrzna 101,6 mm, srednicy otworu 65,1 mum, tem-
peratura powierzchni zewngtrznej 1040°C, tempera-
tura powierzchni wewngtrznej 1093°C. Wymiary tu-
lei po wydtuzaniu wynosily: srednica zewngtrzna 78,8
mm, s$rednica wewngtrzna 55,7 mm. Modelowano
wydluzanie w walcarce skosnej tréjwalcowej o pred-
kosci obrotowej walcow 160 obr/min. Maksymalna
srednica walcow wynosita 418,5 mm. Tuleje wydtu-
Zano na trzpieniu statym o $rednicy 54 mm. Minimal-
na odleglos¢ miedzy walcami wynosita 77 mm. Wy-
dtuzano stal weglowa o zawartosci wegla 0,3%.
Naprezenie uplastyczniajace wyznaczone ze wzoru
Shidy. Wspotczynnik wydtuzenia, liczony jako stosu-
nek przekroju poprzecznego tulei wsadowej do prze-
kroju poprzecznego tulei po wydtuzaniu, wynosit 1.96.
Uzyskany w wyniku obliczen metoda elementdw skor-
czonych ksztalt tulei przedstawiono na rysunku 1. W
obliczeniach pola temperatury zastosowano 150 ele-
mentow 4-weztowych w kierunku dhugosci strefy od-
ksztalcenia i 33 elementy w kierunku grubosci $cian-
ki tulei. Pole predkosci aproksymowano stosujac 40
elementow parabolicznych w kierunku dlugosci tulei
i 5 elementéw w kierunku grubosci $cianki tulei. Wy-
niki obliczen pola predkosci przedstawiono na rysun-
kach 2,3 1i4.

Sktadowa promieniowa pola predkosci osiaga na
powierzchni zewnetrznej maksymalna wartosé okoto

Ty
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Rysunek 2. Przebieg zmian predkosci promieniowej w procesie
wydhizania tulei 1.
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Rysunek 3. Przebieg zmian predkosci osiowej w procesie wydlu-
Zania tulei I.
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Rysunek 4. Przebieg zmian przyrostu predkosci obwodowej w
procesie wydluzania tulei 1.

390 mm/s. Na powierzchni wewnetrznej wartosci eks-
tremalne wynosza -400 mm/s i 550 mm/s. Ekstremal-
ne wartosci sktadowej promieniowej na powierzchni
wewnetrznej wystepuja w punktach nawiazywania
badz utraty styku z trzpieniem.

Skladowa osiowa v. na powierzchni zewnetrznej
przyjmuje wartosci z zakresu od 130 do 604 mm/s.
Podobne zmiany wystepuja na powierzchni wewngtrz-
nej i wynosza od 70 do 610 mm/s. Przyrosty predko-
$ci obwodowej, wyznaczane w stosunku do predko-
§ci poczatkowej w plaszczyZznie wejécia, osiagaja na
powierzchni zewngtrznej maksymalna wartos$é
24 mm/s, a na powierzchni wewnetrznej 300 mm/s.
Predkoé¢ obwodowa nie wplywa na obliczenia pola
temperatury, ze wzgledu na brak jej zmian w kierun-
ku obwodowym. Gradienty predkosci obwodowej, w
kierunkach r i z, maja jednak wplyw na ciepto od-

ksztalcenia plastycznego. Natomiast gradienty skla-
dowych pola predkoéei: promieniowej v, i osiowej v,
wplywaja zaréwno na konwekcyjna wymiang ciepta
jak i na ciepto odksztalcenia plastycznego. Gestosc
wewnetrznego zrodta ciepta, ktorym jest ciepto od-
ksztalcenia plastycznego rozpraszane w objgtosci kon-
trolnej, okreslano ze wzoru (34). Jednym z czynni-
kow wplywajacych na gesto$¢ wewnetrznego zrodla
ciepta jest intensywno$é predkodci odksztatcenia,
przedstawiona na rysunku 5. Predkos¢ odksztalcenia
osigga maksymalne warto$ci wynoszace okoto
126 s na powierzchni zewnetrznej i 72 s™' na po-
wierzchni wewnetrznej. W procesach przerdbki pla-
stycznej wartosci tego rzedu uznaje sig za wysokie.
Wyniki obliczefi, trzema modelami, pola tempe-

160#*~—‘--——I ------------------------- y
<| : i |-——é— powierzchnia weant:zna [
| | | Ve ©— — powierzchnia zewngtrzna L
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predkos¢ odksztalcenia, 1/s
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z, mm

Rysunek 5. Przebieg zmian intensywnosci predkosci odksztalce-
nia w procesie wydtuzania tulei I.
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Rysunek 6. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone testowany-
mi modelami, na powierzchni wewnetrznej tulei w procesie wy-
dluzania tulei I.
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Rysunek 7. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone tesiowany-
mi modelami, na powierzchni zewnetrznej tulei w procesie wydlu-
Zania tulei 1.
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Rysunek 8. Przebiegi zmian temperatury, na powierzchni wewnetrz-
nej tulei w procesie wydfuzania tulei I. Wyznaczone testowanymi
modelami z pominigciem Zrodia ciepla i ciepla tarcia.

ratury w procesie wydtuzania tulei I przedstawiono
na rysunkach 6 i 7. Model niestacjonarny z konwek-
¢ja, ktory nalezy uzna¢ za najbardziej dokladny, daje
wyniki bliskie do uzyskanych modelem stacjonarnym
I na powierzchni zewngtrznej oraz bliskie do uzyska-
nych modelem stacjonarnym II na powierzchni we-
wnetrzne]. Wprowadzone w modelach stacjonarnych
niesymetryczne funkcje wagi stabilizuja zatem roz-
wiazanie, nie udaje si¢ jednak uzyskaé stabilizacji w
catym zakresie pola predkosci. Ponadto, model sta-
cjonamy I wykazuje w niektorych przypadkach wi-
doczne oscylacje rozwiazania w zakresie okoto 10°C.
Wysokie gradienty pola predkosci wystepujace w oko-
licy garbu walca, widocznego na rysunku 1., powo-
duja destabilizacje modeli stacjonarnych.
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Rysunek 9. Przebiegi zmian temperatury, na powierzchni zewnetrz-
nej tulei w procesie wydluzania wulei I. Wyznaczone testowanymi
modelami z pominieciem Zrédla ciepla i ciepla tarcia.

Wyniki obliczen pola temperatury z pominigciem
ciepla odksztalcenia plastycznego oraz ciepla tarcia
na powierzchni styku materialu z narzgdziami przed-
stawiono na rysunkach 8 i 9. Test ten pozwolit na
wyeliminowanie oddziatywania modelu mechanicz-
nego na model wymiany ciepta w kolejnych iteracjach.
Pominigcie w obliczeniach ciepta odksztalcenia pla-
stycznego oraz ciepla tarcia na powierzchni styku
materiatu z narzgdziami nie spowodowalo uzyskania
zadowalajacych wynikow modelami stacjonarnymi.
Wyniki obliczen wskazuja, ze zastosowane schematy

numeryczne stabilizacji rozwiazan stacjonarnych nie
cechuja si¢ niezawodnoscia. Powodem sg zbyt duze
gradienty pola predkosci wystepujace w testowanym
procesie wydtuzania tulei I.

W drugim tescie obliczenia przeprowadzono dla
wydtuzania tulei (oznaczonej jako tuleja II) ze wsadu
o wymiarach: $rednica zewnetrzna 99 mm, $rednicy
otworu 66,8 mm, temperatura powierzchni zewnetrz-
nej 859°C, temperatura powierzchni wewnetrznej
888°C. Wymiary tulei po wydhuizaniu wynosity: sred-
nica zewnetrzna 81,6 mm, $rednica wewnetrzna 67,3
mm. Modelowano wydluzanie w walcarce skosnej troj-
walcowej o predkosci obrotowej walcow 160 obr/min.
Maksymalna $rednica walcow wynosila 418,5 mm.
Tuleje wydhluzano na trzpieniu statym o $rednicy 54
mm. Minimalna odlegto$¢ miedzy walcami wynosita
68.3 mm. Wydhizano stal weglowa o zawartosci we-
gla 0,3%. Naprezenie uplastyczniajace wyznaczone ze
wzoru Shidy. Wspotezynnik wydtuzenia, liczony jako
stosunek przekroju poprzecznego tulei wsadowej do
przekroju poprzecznego tulei po wyvdhizaniu, wyno-
sit 2,5. Uzyskany w wyniku obliczen metoda elemen-
tow skonczonych ksztalt tulei przedstawiono na ry-
sunku 10. W obliczeniach pola temperatury
zastosowano 150 elementow 4-weztowych w kierun-
ku dtugosci strefy odksztatcenia i 33 elementy w kie-
runku grubosci $cianki tulei. Pole predkosci aproksy-
mowano stosujac 40 elementéw parabolicznych w
kierunku dhugosci tulei i 5 elementéw w kierunku gru-
bosci $cianki tulei. Wyniki obliczen pole predkosci
przedstawiono na rysunkach 11, 12 i 13. Wybrany
przypadek lezy na granicy mozliwych do osiggnigcia
maksymalnych stopni wydluzenia. Sktadowa promie-
niowa pola predkosci osiaga na powierzchni zewnetrz-
nej maksymalna warto$¢ okoto -210 mm/s. Na po-
wierzchni wewngtrznej wartosci ekstremalne wynosza
-40 mm/s 1 250 mm/s. Ekstremalne wartosci sktado-
we] promieniowej nie roéznia sig¢ zasadniczo od wyni-
kow uzyskanych dla wydtuzania tulei I.

Sktadowa osiowa v. na powierzchni zewnetrznej
przyjmuje wartosci z zakresu od 15 do 490 mm/s. Po-
dobne zmiany wystegpuja na powierzchni wewnetrz-
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Rysunelk 10. Siatka elementow oraz ksztait wydiuzanej tulei I1.
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Rysunek 11. Przebieg zmian predkosci promieniowej w procesie
wydhizania tulei I1.
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Rysunek 12. Przebieg zmian predkosci osiowej vz w procesie wy-
dluzania tulei 11
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Rysunek 13. Przebieg zmian przyrostu predkosci obwodowej w
procesie wydtuZzania tulei I1.

nej. Przyrosty predkosci obwodowej, wyznaczane w
stosunku do predkosci poczatkowej w plaszczyznie
wejécia, osiagaja na powierzchni zewngtrznej mak-
symalng warto$¢ 1030 mm/s, a na powierzchni we-
wnetrznej 850 mm/s. Wydtuzanie tulei II, w porow-
naniu do tulei I przebiega przy wigkszych gradientach
sktadowej osiowej i obwodowej pola predkosci. Przed-
stawiony na rysunku 14 rozklad intensywnosci pred-
kosci odksztalcenia cechuje sig¢ szerokim zakresem
wysokich wartosci intensywnosci predkosci odksztal-
cenia, osiagajacych maksymalnie 122 s’

Wyniki obliczen pola temperatury dla wydtuzania
tulei II przedstawiono na rysunkach 15 i 16. Podobnie
jak w przypadku wydtuzania tulei I modele stacjonar-
ne daty wyniki rézne od rozwiazania niestacjonarne-
go z uwzglednieniem ruchu tulei. Wyniki tego mode-
lu oznaczono jako model z konwekcja. Model

] | | | | = = @=~ powierzchnia zewnetrzna | |

predkos¢ odksztaicenia, 1/s

0 50 100 150 200 250 300 350 400
z,mm

Rysunek 14. Przebieg zmian intensywnosci predkosci odksztalce-
nia w procesie wydluzania tulei I1.

stacjonarny I dat doktadniejsze wyniki od modeli sta-
cjonarnego II na powierzchni wewngtrznej, natomiast
na powierzchni zewnetrznej doktadniejsze wyniki dat
model stacjonarny II od modelu stacjonarnego I. W
przypadku wydtuzania tulei II modele stacjonarne
wykazaty odwrotna tendencje w doktadnosei niz w
przypadku wydtuzania tulei I. Wykonane testy wska-
zuja na brak mozliwo$ci dobrania funkcji wagi pro-
wadzacych do stabilnych rozwiazan w szerszym za-
kresie gradientow pola predkosci. Wyniki obliczen
pola temperatury z pominigciem ciepta odksztalcenia
plastycznego i ciepta tarcia dla wydtuzania tulei I
przedstawiono na rysunkach 17 i 18. Modele stacjo-
narne réwniez w tym przypadku nie daly stabilnych
rozwiazan.

Dalszym testom poddano model niestacjonarny z
konwekcja. Badano wplyw liczby elementéw na do-
ktadno$¢ wyznaczania pola temperatury. Wyniki ob-
liczen przedstawiono na rysunkach 19 1 20. W celu
wyeliminowania sprzezenia z modelem mechanicz-
nym pomini¢to cieplo tarcia i ciepto odksztalcenia
plastycznego. Zaggszczenie siatki elementdw nie pro-
wadzi w tym przypadku do zmian pola temperatury.
Testowany model daje stabilne wyniki obliczef pola
temperatury w szerokim zakresie gestosci siatki ele-
mentow.

Narysunkach 21 122 przedstawiono wyniki testow
modelu niestacjonarnego z konwekcja z uwzglednie-
niem ciepta odksztalcenia plastycznego i ciepla tar-
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Rysunek 15. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone testowa-
nymi modelami, na powierzchni wewngtrznej tulei w procesie wy-
dhuzania tulei 1.

e e



1800 - - - - - - —------ oo R
1400 —

1200

o
o
(=]

temperatura, °C

@
o
=1

| i | *—OV stacjonarny | |
! ! I | ——8— stacjonamy Il ‘
]

500'? T [ | T T T

0 50 100 150 200 250 300 350 400
z, mm (powierzchnia zewnetrzna)
Rysunek 16. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone testowa-
nymi modelami, na powierzchni zewnetrznej tulei w procesie wy-
dluzania tulei I1.
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Rysunek 17. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone testowa-
nymi modelami, na powierzchni wewnetrznej tulei w procesie wy-
diuzania tulei Il. Wyznaczone testowanymi modelami z pominie-
ciem zZrodla ciepla i ciepla tarcia.
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Rysunek 18. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone testowa-
nymi modelami, na powierzchni zewnetrznej tulei w procesie wy-
dtuzania tulei [l. Wyznaczone testowanymi modelami z pominig-
ciem Zrédla ciepla I ciepla tarcia.
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Rysunek 19. Przebiegi zmmian temperatury, wyznaczone modelem
niestacjonarnym z konwekcjq, na powierzchni wewnetrznej tulei
w procesie wydluzania tulei II. Wyznaczone z zastosowaniem roz-
nej liczby elementow z pominieciem Zrodla ciepla i ciepla tarcia.
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Rysunek 20. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone modelem
niestacionarnym z konwekcjq, na powierzchni zewnetrznej tulei w
procesie wydluzania tulei 1. Wyznaczone z zastosowaniem roznej
liczby elementow = pominieciem Zrédla ciepla i ciepla tarcia.

cia. W tym przypadku zachodzi wzajemny wplyw pola
temperatury i pola odksztalcen. Wigksza liczba ele-
mentow 4-weztowych prowadzi do doktadniejszego
opisu ksztaltu tulei, powierzchni styku 1 naprezenia
uplastyczniajacego. W rezultacie uzyskuje si¢ inne
pole predkosci w modelu mechanicznym. Rézne pola
predkosci daja rozniace si¢ od siebie ggstosci we-
wnetrznego zrodla ciepta. Wyznaczane pola tempera-
tury sg poprawne, za wyjatkiem przypadku otrzyma-
nego z zastosowaniem 90 elementow, zmieniaja si¢
jednak wraz ze zmiang liczby elementow. Zmiany za-
nikaja przy liczbie elementow 210 i 240, gdzie wyni-
ki sa prawie identyczne. Wykonane testy wskazuja na
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Rysunek 21. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone modelem
niestacjonarnym z konwekcjq, na powierzchni wewnetrznej tulei
w procesie wydluzania tulei 1.

1600 —p———————— - - = = — - - o — oo
| liczba elementow i | ; : | '

R 240, | " LA

PRaY .

=t
o
o

temperatura, °C
o
o
o

R e e S
0 50 100 150 200 250 300 350 400
z, mm (powierzchnia zewnetrzna)

Rysunek 22. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone modelem
niestacjonarnym z konwekcja, na powierzchni zewnetrznej tulei w
procesie wydtuzania tulei II.
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INFORMATYKA W TECHNOLOGII MATERIALOW

konieczno$¢ stosowania gestszych siatek elementow
w problemach w ktorych istnieje sprzezenie pol od-
ksztatcen i pél temperatury. Dobranie wiasciwe;j liczy
elementéw wymaga wykonania obliczen testujacych,
nie mozna bowiem stwierdzi¢ na podstawie pojedyn-
czego testu, czy zastosowana liczba elementow jest
wystarczajaca.

Wykonano rowniez obliczenia pola temperatury
typowym modelem niestacjonarnym, nie uwzglgdnia-
jacym ruchu oérodka. Model ten nie uwzglgdnia kon-
wekeji ciepta w odksztalcanym materiale wynikaja-
cej z pola predkosci. Wyniki obliczan wptywu liczby
elementow przedstawiono na rysunkach 23 i 24. We
wszystkich testach uzyskano wyniki stabilne. Wystg-
puje jednak, podobnie jak w przypadku modelu nie-
stacjonarnego z konwekeja, zwiazek liczby elemen-
tow z uzyskiwanymi warto§ciami temperatury w
wezlach elementow. Powtarzalne wyniki uzyskano dla
210 i 240 elementdéw. Potwierdza to tezg o wplywie
liczby elementéw na wzajemne oddziatywanie mode-
lu wymiany ciepta i modelu mechanicznego. Porow-
nanie wynikow uzyskanych modelami niestacjonar-
nymi wykazuje na koniecznos¢ uwzgledniania wptywu
konwekcji w obliczeniach pola temperatury w proce-
sach przerobki plastycznej prowadzonych z duzymi
gradientami pola predkosci. Zastosowanie typowych
modeli niestacjonarnych, pomijajacych konwekcjg
prowadzi do zawyzania pola temperatury.
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Rysunek 23. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone modelem
niestacjonarnym, na powierzchni wewnetrznej tulei w procesie
wydluzania tulei I1.
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Rysunek 24. Przebiegi zmian temperatury, wyznaczone modelem
niestacjonarnym, na powierzchni zewnetrzngj tulei w procesie
wydluzania tulei I1.

5. PODSUMOWANIE

Badano stabilno$¢ algorytmow metody elementow
skonczonych w rozwigzaniach rownania przewodze-
nia ciepta w warunkach konwekcji i obecnosci we-
wnetrznego zrodha ciepla. Uzyskane wyniki wskazu-
ja na brak stabilno$ci rozwiazan stacjonarnych w
przypadku zlozonego plynigcia materiatu. Zastosowa-
ne schematy numeryczne stabilizacji rozwigzan sta-
cjonarnych nie cechuja sig niezawodnoscia. Powodem
sa zbyt duze gradienty pola predkosci wystepujace w
testowanym procesie wydtuzania tulei. Wykonane te-
sty wskazuja na brak mozliwosci dobrania funkcji wagi
prowadzacych do stabilnych rozwiazan w szerszym
zakresie gradientéw pola predkosci. Rozwigzanie nie-
stacjonarne z uwzglednieniem konwekcji prowadzi do
poprawnego rozwiazania rownania przewodzenia cie-
pla. Jednak konieczne jest dobranie wystarczajace;
gestosci siatki elementow. Dobranie wlasciwej liczby
elementow wymaga wykonania obliczen testujacych,
nie mozna bowiem stwierdzié na podstawie pojedyn-
czego testu, czy zastosowana liczba elementoéw jest
wystarczajaca. Poréwnanie wynikéw uzyskanych
modelami niestacjonarnymi wskazuje na koniecznosc
uwzgledniania wptywu konwekcji w obliczeniach pola
temperatury w procesach przerobki plastycznej pro-
wadzonych z duzymi gradientami pola predkosci.
Zastosowanie typowych modeli niestacjonarnych,
pomijajacych konwekeje, prowadzi do zawyzania pola
temperatury.

Uwaga koncowa: Praca wykonana w ramach dziatal-
nodci statutowej 11.11.110.114. Wydziat Metalurgii i
Inzynierii Materiatowej. Akademia Goérniczo-Hutni-
cza.
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