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MESH ADAPTATION IN FINITE ELEMENT MODELLING
OF HEAT TRANSPORT PROCESSES

Abstract

The paper focuses on the problem of generation of anisotropic meshes and mesh adaptation for simulation
of processes using the finite element method. The technique based on the Delaunay triangulation has been
modified in order to enable stretching of elements in the selected direction. Application of these meshes
allows obtaining a sufficient accuracy of calculations while maintaining the number of elements as low as
possible. The proposed approach to the problem of mesh generation and adaptation has been applied to the
simulation of the distribution of temperature in the two-dimensional processes of the heat flow.

1. WPROWADZENIE

Pierwszy etap modelowania proceséw metoda ele-
mentow skonczonych polega na dyskretyzacji obsza-
ru, czyli wygenerowaniu siatki elementow. Od jako-
sci siatki w duzym stopniu zalezy stabilnos¢,
zbieznoé¢, a takze jakos¢ obliczen. Obliczenia inzy-
nierskie sa wykonywane w celu otrzymania informa-
c¢ji na temat odpowiedzi danego systemu na natozone
warunki 1 czgsto informacja ta jest nastgpnie uzywana
do podejmowania decyzji. Obliczenia musza wigc by¢
takiej jakosci, jak gdyby rozwiazanie doktadne byto
znane. Stad wynika fakt, Zze obecnie przy modelowa-
niu procesow metoda elementéw skonczonych wiele
uwagi poswigca si¢ zagadnieniu adaptacji siatek do
rozwazanego problemu fizycznego. Dazy si¢ do kon-

strukcji takiej siatki, ktéra dla danego modelu proce-
su zapewni wystarczajacq precyzje obliczen przy jed-
noczesnie mozliwie najmniejszym koszcie obliczenio-
wym, tzn. przy mozliwie najmniejszej liczbie stopni
swobody dyskretyzacji. Liczba stopni swobody zale-
zy od wymiaru problemu, rzedu aproksymacji zagad-
nienia oraz liczby weztdéw i elementow, a wiec gesto-
sci siatki. Réwnomierne, globalne podwyzszanie
liczby stopni swobody nie musi prowadzi¢ do polep-
szenia otrzymanego rozwiazania, cho¢by ze wzgledu
na btedy zaokraglen wynikajace z doktadnosci obli-
czeniowe] komputera.

Zagadnienie precyzji obliczen zwiazane jest z po-
jeciem btedu rozwiazania przyblizonego. Rozwiaza-
nie doktadne dla wickszosci zagadnien nie jest znane,
stad istotne jest oszacowanie tego bledu. Jedynie dla
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niewielkiej grupy zagadnien znane sa oszacowania
a priori bledu zwiazanego z symulacja procesu meto-
da elementow skonczonych. Ponadto znajomosc¢ osza-
cowania btedu a priori niekoniecznie automatycznie
oznacza mozliwo$¢ znalezienia optymalnej siatki. Dla
zadanego stopnia aproksymacji oszacowanie to okre-
$la bowiem maksymalny rozmiar elementow (tym sa-
mym gestose siatki) w catym obszarze. Tymczasem w
rozwazanych zagadnieniach zwigkszenie liczby stop-
ni swobody (podwyzszenie stopnia aproksymacji lub
zageszczenie siatki) moze by¢ wymagane tylko lokal-
nie w niektérych podobszarach, gdzie rozwiazanie
najszybciej ulega zmianie lub gdzie wystepuja oso-
bliwo$ci. Oszacowanie btedu a priori pokazuje wige
jedynie, jak zmienia si¢ btad przy zmianie dyskrety-
zacji 1 jaki jest rzad zbiezno$ci metody. Aby bardziej
precyzyjnie okresli¢ blad, jaki rzeczywiscie jest po-
pelniany dla konkretnego zagadnienia obliczeniowe-
go, potrzebna jest dodatkowa informacja. Zrodlem tej
informacji moze bv¢ réwniez samo rozwiazanie uzy-
skane metoda elementdw skonczonych. Oszacowanie
bledu, ktore wykorzystuje te informacje nazywane jest
estymacja biedu a posteriori. Poza tym nalezy wzia¢
pod uwage fakt, ze dla wielu zagadnien nie jest w ogole
znane oszacowanie blgdu a priori, dlatego mozliwosé
wyciagnigcia wnioskOw a posteriori 0 precyzji roz-
wigzania jest tym cenniejsza i moze by¢ jedyna droga
do uscislenia rozwiazania.

Kontrola btedu dyskretyzacji wymaga poczatko-
wego wyboru siatki 1 nastgpnie wprowadzenia sekwen-
cji modyfikacji siatki lub stopnia aproksymacji tak,
by osiagna¢ zadany poziom precyzji dla otrzymanych
z symulacji parametréw procesu. Nalezy tu zauwa-
zy¢, ze w wielu przypadkach odpowiedzia systemu
bardziej interesujaca od samego rozwiazania u sg inne
parametry zalezne od u. Jako przyktad mozna tu po-
dac¢ zagadnienia sprezystosci rozpatrywane w mecha-
nice. Rozwigzanie problemu metoda elementow skon-
czonych pozwala bezposrednio okresli¢ pole
przemieszczen u. Tymczasem z punktu widzenia in-
zynierskiego o wiele istotniejsza jest analiza pola od-
ksztatcen lub naprezen, a wige wielkosci wynikaja-
cych z pola u, zwiagzanych z u relacjami zawierajacymi
jego pochodne. W ogolnosci mozna wige powiedziec,
ze procedura adaptacyjna ma doprowadzi¢ do okre-
slenia z wystarczajaca precyzja pewnych funkcjona-
tow ¢J(u) (i=1, 2,...), tzn. tak, by:

¢; () =¢;(u,)
0, (u)

gdzie u oznacza rozwiazanie analityczne, u, — rozwia-
zanie przyblizone, a 7; — zadang tolerancje.

Przy czym niestety maty blad dla ktéregos z funk-
cjonatow ¢ (1) nie gwarantuje, Zze pozostate funkcjo-

Bl (1)

naly obliczane sg z rownie dobra precyzja. Zalezy to
od regularno$ci rozwigzania przyblizonego, na posta-
wie ktérego na ogot sa one okreslane, jak rowniez od
wyboru normy, w ktorej precyzja jest mierzona oraz
ogolnie od sposobu mierzenia precyzji.

Problem kontroli rozwiazania wigzany jest czesto
z dwoma pojeciami: estymatorem biedu traktowanym
jako globalna miara precyzji okreslonych parametrow
oraz wskaznikiem btedu tj. lokalna miarg tej precyzji.
Na ogdt modyfikacje siatki pilotowane sg przez wskaz-
nik bledu, a kryteria stopujace procedure przez esty-
mator bledu. Istnicje wiele typow estymatorow. W
chwili obecnej dostepna jest do$¢ juz bogata literatu-
ra na ten temat. Na przyklad w pracy Ainswortha i
Odena (1997) mozna znalez¢ opis najczesciej wyko-
rzystywanych estymatorow.

Celem niniejszej pracy nie jest formalna estyma-
cja bledu, problem ten zostal wigc przedstawiony je-
dynie skrotowo. Zasadnicze rozwazania przedstawio-
ne ponizej dotycza bardziej techniki adaptacji, tj.
sposobu generowania siatek zaadaptowanych.

2. SCHEMAT ADAPTACJI SIATEK

W procesach rozpatrywanych jako stacjonarne, w
symulacji ktorych zauwazono potrzebg adaptacji siat-
ki, sposob postgpowania moze by¢ nastgpujacy:

+ utworzenie siatki poczatkowej, ktora respektuje je-
dynie geometrig¢ obszaru,
+ obliczenie pierwszego rozwiazania przyblizonego

1 estymacja btedu,

+ dopoki rozwiazanie dla zadanej dyskretyzacji ob-
szaru nie jest satysfakcjonujace:

1) zaadaptowanie siatki,

2) znalezienie kolejnego rozwiazania przyblizone-

go.

Testem zakonczenia procedury iteracji moze byc
wystarczajaca zbieznos¢ wielkosci globalnej lub lo-
kalnej oraz ze wzgledow informatycznych rowniez
czas obliczen lub zajgtos¢ pamigei.

Siatka zostaje wiec zmodyfikowana w podobsza-
rze, dla ktorego rozwiazanie nie jest zadowalajace.
Adaptacja siatki (punkt 1) moze by¢ prowadzona w
taki sposob, ze lokalnie zostaje podwyzszona liczba
stopni swobody z zachowaniem dyskretyzacji w po-
zostatych podobszarach, albo tworzona jest catkowi-
cie nowa dyskretyzacja na podstawie informacji uzy-
skanych z poprzedniej iteracji procedury adaptacyjne;j.
Dla konkretnych procesow fizycznych problemem po-
zostaje sposob wyznaczania podobszarow siatki do
modyfikacji i odpowiedni dobér metody adaptacyj-
nej.

Techniki adaptacji siatek dzieli sig czg¢sto na czte-
ry grupy:
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* r-metody: liczba weztdéw siatki i polaczenia mig-
dzy weztami pozostaja niezmienione, natomiast
wezly siatki zostaja przemieszczone (re-positio-
ning),

* h-metody: zageszczanie globalne lub lokalne siat-
ki (zmiana rozmiaru A elementu),

*+ p-metody: podwyzszenie rzedu funkcji ksztattu,

* hp-metody: jednoczesne zageszczanie siatki i pod-
wyZszanie stopnia aproksymacji.

Szersze omowienie, ktora z tych klasycznych me-
tod adaptacji dyskretyzacji daje najlepsze rezultaty dla
jakiego rodzaju zagadnienia, mozna znalez¢ w pracy
Szabo 1 Babuski (1991).

Zaprezentowany podziat jest adekwatny dla tech-
nik generujacych siatki izotropowe, ktorych elemen-
ty sa mozliwie najbardziej zblizone do wielokatow fo-
remnych. Metody te sa szeroko rozpowszechnione, bo
pozwalaja stosunkowo fatwo unikna¢ degeneracji ele-
mentow, a ponadto z punktu widzenia teoretycznego
elementy rownoboczne sg stosowane przy szacowa-
niu bledu a priori. Jednakze istnieja procesy, gdzie
uzycie w.symulacji siatek anizotropowych, tj. wydtu-
zonych w pewnym kierunku, daje bardzo dobre rezul-
taty. Jedna z pierwszych publikacji prezentujacych
mozliwosci zastosowania siatek wydtuzonych byla
praca Peraire 1 in. (1987). Dato to poczatek nowym
technikom adaptacji siatek, ktore kontroluja nie tylko
rozmiar elementow, ale takze sposob ich wydhuzenia
w zadanym kierunku. Nie wszystkie z tych metod
podlegaja juz podanej powyzej klasyfikacji. Mozna
je ewentualnie zakwalifikowaé do A-metod, jesli zmia-
ng rozmiaru elementow traktowac w sposdb ogolny.
Tak tez bedzie rozumiana s-metoda w dalszej czeSci
pracy.

Przy generowaniu nowej zaadaptowane;j siatki wy-
godnie jest dla opisu kryteriow wprowadzi¢ przestrzen
kontrolng D (George, Borouchaki 1997). Formalnie
D jest jakimkolwiek pokryciem obszaru Q, podzielo-
nym na podobszary. Kazdy z nich zawiera informacje
o warunkach, jakie spetnia¢ ma dyskretyzacja w jego
wnetrzu (maksymalna dlugos$é krawedzi, forma ele-
mentow, ograniczenia katowe itp.). Na przyktad, w A-
metodzie mozna zada¢ w przestrzeni kontrolnej tzw.
funkcje rafinacji i: Q->R", ktora daje oczekiwany roz-
miar elementu w funkcji jego potozenia w Q, przy
czym rozmiar /(x) moze oznacza¢ maksymalng dtu-
gosc krawedzi lub $rednice elementu zawierajacego
x. Generator tworzac nowa siatkg lub dodajac nowe
elementy odwoluje si¢ do danych zawartych w po-
szczegdlnych podobszarach przestrzeni kontrolne;.
Przestrzen kontrolna moze by¢ trzech rodzajéw: z
podziatem na podobszary regularne, z podzialem o
strukturze drzewa lub z podzialem zgodnie z siatka z
poprzedniej iteracji.

Przestrzen kontrolna zaproponowana przez Vallet
(1992) pozwala kontrolowa¢ lokalnie rozmiar i wy-
dhuzenie elementow trojkatnych, co daje mozliwosé
generowania siatek anizotropow&ch. Tego typu prze-
strzen kontrolna zawiera¢ musi wskazowki dotyczace
wydtuzenia elementow (kierunek i amplituda). Vallet
wykazuje, ze problem konstrukcji elementéw wydhu-
zonych mozna sprowadzi¢ do generowania siatki izo-
tropowej poprzez zmiang metryki w podobszarach
przestrzeni kontrolnej. Jezeli w danym dwuwymiaro-
wym podobszarze zada sig, aby trojkaty miaty ten sam
rozmiar oraz wydtuzenie co dany niezdegenerowany
element A, wystarczy znalez¢ metryke M wprowadzo-
na przez iloczyn skalarny, w ktorej A jest rownobocz-
ny o boku 1, a nastgpnie skonstruowa¢ w podobsza-
rze siatke izotropowa w zadanej metryce. Iloczyn
skalarny wyrazony jest w formie (x,y) = x” M y, gdzie
M jest macierza symetryczng, dodatnio okre$lona. W
przestrzeni dwuwymiarowej mozna M przedstawi¢ w
postaci:

M= R[)L‘ 0 ]R‘ (2)

gdzie: 4,, 4, — warto$ci wlasne M,
R — macierz rotacji o kat «, ktory obraca wek-
tory bazy w 2D na wektory wiasne M.

Oznacza to, ze zadanie metryki sprowadzi¢ mozna
do podania parametrow (a, A,, 4,). Trojkaty rowno-
boczne o boku 1 dla tej metryki maja jako dhugosci
charakterystyczne lf‘/z w kierunku kata ¢ oraz
1/ /A, w kierunku prostopadtym do «. Kontrola za-
pewniona przez tak wprowadzona metryke dotyczy
rozmiaru (pola) 1 wydtuzenia elementow, nie dotyczy
natomiast katow (nie zachowuje katow).

Ta idea zostala wykorzystana w prezentowanej
metodzie generowania siatek.

3. GENEROWANIE SIATEK
ANIZOTROPOWYCH

Metode tworzenia siatek anizotropowych zaimple-
mentowano modyfikujac odpowiednio opracowany
przez autoréw generator dwuwymiarowych siatek troj-
katnych. Generator ten dziata w oparciu o metodg trian-
gulacji Delaunay'a (ed. Thomson i in. 1999 lub Geor-
ge, Borouchaki 1997). Tworzone siatki moga by¢
rowniez siatkami anizotropowymi, jesli zostanie za-
dana odpowiednia metryka. Ponadto istnieje rowniez
mozliwos¢ konwersji siatki trojkatnej na czworokat-
na i to zard6wno w odniesieniu do siatek izotropowych
jak 1 anizotropowych. Opis zastosowanych algoryt-
mow generacji siatek izotropowych znalez¢ mozna w
pracy Jurczyka i Ghut (2001), a ich efektywno$¢ oraz
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Jakos¢ generowanych siatek omawiaja publikacje Gtut
11in. (2000 a,b).

3.1. Wprowadzenie metryki i jej
interpolacja w obszarze

W chwili obecnej w generatorze zastosowano na-
stepujacy sposob tworzenia siatek anizotropowych. W
izolowanych punktach zadawane sa trzy parametry («,
l,, 1,) okreslajace metryke M. Kat & okresla kierunek
wydluzenia elementow, a /|, /, sa pozadanymi diugo-
sciami elementéw odpowiednio wzdtuz zadanego kie-
runku 1 prostopadle do niego. Na podstawie metryki
okreslonej w zadanych punktach przyblizany jest roz-
kiad metryki M w catym triangulowanym obszarze.
Interpolacja parametréw metryki jest wykorzystywa-
na zaréwno w trakcie uzupelniania warto$ci w weztach
przestrzeni kontrolnej, jak 1 w trakcie triangulacji — w
celu okreslenia metryki dla dowolnego punktu na pod-
stawie znajomosci metryki w wierzchotkach istnieja-
cej juz przestrzeni kontrolne;.

Sporym utrudnieniem jest tu jednak niejednoznacz-
no$¢ interpolacji, ktora moze by¢ obliczana w oparciu
o rozne kryteria. Obecnie zaimplementowano dwie
metody interpolowania metryki nazwane: srednie wy-
diuzenie i srednia macierz. W pierwszej z nich metry-
ka w dowolnym punkcie jest aproksymowana jako
$rednia z wydhuzen i katow wezlow sasiednich w prze-
strzeni kontrolnej. W drugiej metodzie metryki sa spro-
wadzane do postaci macierzowej. Na tej podstawie
wyznaczana jest macierz w dowolnym punkcie, z kto-
rej sg nastepnie wyliczane wydtuzenia 1 kat. Efekty
zastosowania obu rodzajow interpolacji ilustruje ry-
sunek 1. Przedstawiono na nim siatki powstale w wy-
niku wprowadzenia w obszarze dwdch punktow z za-
dana metryka. W przypadku (a) zastosowano algorytm
1, a w (b) algorytm 2. W $rodku obszaru réznice w
triangulacji sg znaczgce. Algorytm 2 daje siatki, w
ktérych wydtuzenie i kierunek wydhuzenia elementow
zmieniaja si¢ w sposob bardziej ,,ptynny”, ale w kto-
rych liczba elementow jest wieksza. Wybor metody
interpolacji metryki moze by¢ zatem podyktowany
potrzebami uzytkownika.

Roznice w triangulacji dla obu algorytmow sa duzo
mniej widoczne, gdy wzrasta liczba punktow z zada-
na metryka, co pokazuje rysunek 2. Te siatki uzyska-
no wykorzystujac technike adaptacji opisana ponizej.
Liczba punktow z zadana metryka jest tutaj taka, jak
liczba weztow siatki z poprzedniej iteracji.

3.2. Przestrzen kontrolna

Zaimplementowana struktura przestrzeni kontrol-
nej moze by¢ dwojaka: regularna siatka prostokatna
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(b) $rednia macierz

Rysunek 1. Siatki generowane dla réznych metod interpolacii me-
tryki (dla dwoch zadanych punktow z metryka).

(b) $rednia macierz - 2721 elementow

Rysunek 2. Siatki generowane dla roznych metod interpolacji me-
trvki (dla zbioru punktow z metrykq).

oraz drzewo. Regularna siatka prostokatna obejmuje
caly obszar triangulacji i sklada si¢ z jednakowych
prostokatow. Gestosc siatki jest zalezna od stosunku
szeroko$ci (1 odpowiednio wysokosci) triangulowa-
nego obszaru do najkrotsze) dtugoéei elementu (obli-
czonej wedtug metryki w zadanych punktach). Zaleta
tego rozwiazania jest rownomierny rozktad parame-
tréw metryki, wada — stosunkowo duzy rozmiar i czas
interpolacji dla obszarow z lokalnie duzym zaggsz-
czeniem elementow.

Dla drugiego rodzaju przestrzeni kontrolnej drze-
wo definiowane jest poczatkowo jako jeden prostokat
obejmujacy caly obszar. W miar¢ dodawania zdefi-
niowanych punktow jest ono dzielone tak, aby zadne
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dwa punkty nalezace do wspolnego liScia drzewa nie
roznily si¢ bardziej niz zadany prog.

Efekty zastosowania tych dwoch rodzajow prze-
strzeni kontrolnej ilustruje rysunek 3.

(a) regularna siatka

(b) drzewo

Rysunek 3. Siatki generowane z wykorzystaniem réznych struktur
przestrzeni kontrolnej.

3.3. Konstrukeja siatek anizotropowych

Siatka anizotropowa, tworzona w przestrzeni z nie-
euklidesowa (Riemannowska) metryka, przechodzi po
zastosowaniu odpowiedniej transformacji w jednorod-
ng siatke, ktéra moze by¢ konstruowana wedtug me-
tod charakterystycznych dla przestrzeni euklidesowe;.
Wystarczy zauwazy¢, ze po dokonaniu odpowiednie;
interpolacji metryki w catym obszarze, mozliwa jest
transformacja wspoirzednych dowolnego punktu z
metryki euklidesowej £(0, 1, 1) do metryki M(a, [,, 1,)
oraz transformacja odwrotna. Mozna zatem réowniez
dokonywac oceny pewnych kryteriéw wykorzystywa-
nych w generacji siatek mierzac odpowiednie wielko-
sci w metryce M.

Dystrybucja weztow na brzegu obszaru ma istotny
wplyw na jako$¢ generowanych siatek. Zastosowana
metoda polega na iteracyjnym rozmieszczaniu wezlow
z uwzglednieniem zadanej metryki.

W metodach opartych o triangulacje Delaunay'a
duze znaczenie dla jakosci siatki ma tez sposob wpro-
wadzania wezlow wewngtrznych. Wezty wewnetrzne
sa automatycznie generowane tak, aby zapewni¢ moz-
liwie najlepsza jako$¢ siatki. Algorytm wybiera aktu-
alnie "najgorszy" z trojkatow wystepujacych w trian-

gulacji. Nastgpnie dobiera wspotrzedne nowego punk-
tu wstawianego potem do triangulacji. Mozliwych jest
do wyboru kilka kryteriow oceny jakosci trojkatow,
jak 1 kilka sposobow lokalizacji nowo wstawianego
wezta (Ghutiin. 2000 a,b). Jesli w generatorze zasto-
sowana jest przestrzen kontrolna z metryka, wszyst-
kie wspotczynniki jakosci uzywane podczas triangu-
lacji weztdw wewnetrznych wyliczane sa w metryce
zdefiniowanej dla punktu srodka masy trojkata. Nale-
zy zaznaczy¢, ze przy zastosowaniu metryki oczeki-
wane pole kazdego trojkata w jego lokalnej metryce
jest rowne 3 /4 (pole powierzchni trojkata réwno-
bocznego o dlugosci boku 1). Nowe wegzly mozna
wstawiac posrodku najdtuzszej krawedzi trojkata, we-
wnatrz tego elementu lub w $rodku okregu opisanego
na danym trojkacie. Przed wyznaczeniem wspdirzed-
nych nowego punktu, wierzcholki korygowanego troj-
kata poddawane sg transformacji odwrotnej zgodnie z
lokalna metryka. Nastepnie dla tak zmienionych wierz-
cholkéw wyznaczana jest pozycja nowego punktu,
ktory musi by¢ jeszcze poddany transformacji do lo-
kalnej metryki. Przy generowaniu weztow wewnetrz-
nych wykorzystujac rézne kryteria jakosci trojkatow
oraz roznie umieszczajac nowy wezet w najgorszym
elemencie, otrzyma¢ mozna rézne jako$ciowo siatki.

4. METRYKA DEFINIOWANA
W OPARCIU O HESJAN

Dla celow adaptacji siatki metryke zwiazano z he-
sjanem rozwiazania. Drugie pochodne czgsto wyste-
puja w oszacowaniach btedu a priori. Hesjan wyko-
rzystywany jest takze w estymacji bledu a posteriori
oraz w konstrukcji siatek anizotropowych (Almeida i
in. 2000, Buscaglia i Dari 1997, Dolejsi 1998, Nithia-
rasu 1 Zienkiewicz 2000). W cytowanych pracach do
aproksymacji hesjanu wykorzystywane sa jednakze
funkcje ksztattu.

W przyjetym przez autorow rozwiazaniu hesjan jest
aproksymowany dyskretnie przez ilorazy réznicowe.
Glowna zaleta jest to, ze pochodne czgstkowe sa w
weztach siatki przyblizane odpowiednimi kombina-
cjami liniowymi warto$ci wybranego parametru ada-
ptacji w sasiednich wezlach siatki. (Nie jest wiec ko-
nieczny dostgp do kodu programu symulacyjnego.)
Zastosowany sposob dyskretnej aproksymacji pochod-
nych ilorazami réznicowymi na siatce o dowolnej
konfiguracji weztow opisany jest doktadnie w pracy
Gthut (1983). Ponizej przedstawiono gldwna idee
aproksymacji drugich pochodnych w przestrzeni dwu-
wymiarowej.

Niech wybrany parametr adaptacji u bedzie funk-
cja skalarng dwoch zmiennych rzeczywistych. Dla
aproksymacji pochodnych w wezle 4, wybieramy p
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weztow siatki (sposrod mozliwie najblizszych sasia-
dow). Wektor 4,4, (i = 1, ..., p) oznaczamy przez h,,
za$ jego wspolrzedne przez (h,, h,,). W dalszym ciagu
zaktadamy, ze funkcja u jest na tyle regularna, ze moz-
na napisac rowno$ci wynikajace ze wzoru Taylora:

J
h,iJ M0+Ri\.,
) ay s

5 1 a
u; =y + Z_-,[hix 8_ +h;,
i=1d

(3)
i=1..,p
gdzie:
u, =u(A,) =il b
s+1
s = - h,—A . + hh.g u( Ay +9,h,) 0<B<l
(s+1)! " oy

Zadanie w tej czesci mozna sformutowaé nastgpuja-
co: majac dane wartosci funkcji w weztach 4, 4,, ...,
A, znalez¢ taka aproksymacjg roznicowa zalezna od
, Uy, ktora przybliza zadana pochodng czast-
kowga funkcji u w punkcie 4, z dokladnoscia rzedu r.
Innvmi stowy, dla pochodnej drugiego rzedu znalez¢

U, Uy, ...

takie funkcje £, =~(m, n = 1,2,3), ktdre sa funkcjami
lintowymi zmiennych u,, u,, ... , u, 1 spelniaja zalez-
nosc¢:

9%u .
—axz-mavm U(Ay) = fom(gsty5enstty) = O(R"),

- 4)
m=0,1,2

gdzie:
h= maxllh ||

I€i<p

Wiadomo, ze rzad aproksymacji pochodnych jest
zalezny od liczby weztdw 1 ich konfiguracji oraz, ze
zadany rzad doktadnosci aproksymacji determinuje
liczb¢ weztow. Dla rzedu doktadnoscei  oraz drugie;j
pochodnej w 2D nalezy przyjac liczbe weztow:

_@+n)? 2+r
2 2

Wypisujemy wzor Taylora dla p punktéw roznych od
punktu 4,. We wzorze przyjmujemy s = r + 1 tak, aby
R, =0 (h?>), czyli by w efekcie uzyskac zadany rzad
doktadnosci . Kazde z otrzymanych rownan mnozy-
my przez a,, a nastgpnie wszystkie rOwnania sumuje-
my stronami. W rezultacie otrzymamy:

=l (5)

1]]1

|+1 ’ J
20‘;“1—“02‘1 +22 hy, “_.—a- g +
a dy ©

- 2+r
E o, O(h;™)

i=1

Zauwazmy, ze rozwiagzemy zadanie, jezeli potrafimy

p
.p), aby ¥ @, >0 oraz

i=1

by we wzorze wystapifa jedynie szukana pochodna.

tak dobrac state ¢, (i = 1, 2, ...

0%u
Dla pochodnej W(w =0, 1, 2) jest to rowno-

wazne rozwiazaniu uktadu réwnan liniowych:

Zarh” i'h 2 = Ly 1 = sve g7PEL

k=0, l,..,n

b = m(2-m)! dlan=2k=m (N
770w przeciwnym przypadku

gdzie przy zadanej konfiguracji wezlow niewiadomy-
mi sa &,

Np. dla pochodnej 0? 2% aproksymowanej przy wyko-
ox~
rzystaniu dziewigciu sasiednich weztow uktad row-

nan wyglada nastepujaco:

= hlr hz,\- hgx a].\‘.\' '0‘
hly hg", v hgy X 0
hlz.\- /T;‘r?x /'.Igzx a;x b
byl by, hohoy | o 0
®
hlsx h-i‘- 1'13,\. a.ﬁ\'.r 0
iy, hihy, Wy, o | |0
N WS
B, B, . B, || o

Nalezy zauwazy¢, ze tak przyblizony hesjan nie za-
wsze jest dodatnio okres§lony. Do dalszych rozwazan
wykorzystywane sa jednak jedynie wartosci bez-
wzgledne z warto$ci wlasnych macierzy.

Po wyznaczeniu hesjanu, wyliczane sa jego war-
todci wlasne oraz wektory wiasne. Na ich podstawie
okreslany jest kat & oraz wydluzenia /, i /,. Kat wy-
znaczany jest zgodnie z katem wektoréw wiasnych, a
wydtuzenia wedlug wzoru:

g—i 1—;41_
I ol ()

Parametr A okreslany jest przez uzytkownika. Odpo-
wiedni dobor 4 pozwala konstruowac siatki o mniej-
szym lub wigkszym wydtuzeniu (proporcjonalnie w
obu kierunkach gldwnych). Fakt ten ilustruje rysunek
4. Wprowadzono takze dwa ograniczenia /,,, i [,
Zabezpieczajg one przed tworzeniem elementow zbyt
matych lub zbyt wydtuzonych (w jednym kierunku

glownym).
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(a)A=1/8,1,=02%,] =30%

min max

\‘; \\\\\ . A '\"\\ X

=

(b)A=1/16,1,,=02%,1 =30%
(C) A = ]/85 lm.iu = 1%’ [nmx = 20%

Il

) 1%, I,,..=20%

(d) A = 1,”1 6! min max
Rysunek 4. Siatki generowane dla roznych parametrow aproksy-

macji metryki.

Poszczegolne kroki generowania siatki zaadapto-
wanej ilustruje rysunek 5. Zatdzmy, ze zadana jest po-
wierzchnia rozwiazania (rys. 5a). Na jej podstawie
wyliczany jest hesjan oraz metryka w weztach siatki
(rys. 5b), a nastgpnie generowana jest siatka zaadap-
towana (rys. 5c).

5. PRZYKLADY
5.1. Rozwiazanie dla znanej funkcji

Opracowana metoda adaptacji siatki testowana byta
najpierw dla znanego rozwiazania. Rozpatrywana byta
funkcja:

u(x,y)=(1-x)(1-»'%),

Siatki uzyskiwane w kolejnych krokach adaptacji
przedstawione zostaty na rysunkach 6 i 7. Gdy proce-
dura adaptacyjna startowata z rzadkiej siatki, po kilku

x€[01], ye[0,1] (10)

— 9

(a) powierzchnia rozwiazania

(c¢) wygenerowana siatka zaadaptowana

Rysunek 5. Kroki generowania siatki zaadaptowanej.

iteracjach uzyskiwano siatki o okoto 860-880 elemen-
tach. W nastepnych krokach obserwowano jedynie
niewielkie oscylacje liczby elementow. W przypad-
ku, gdy zaczynano adaptacj¢ od gestej siatki, proce-
dura powodowata rozgeszczenie siatki 1 juz w drugim
kroku liczba elementow byta zblizona do 880. Podob-
nie jak poprzednio w kolejnych krokach liczba ele-
mentow stabilizowala si¢ i to na poziomie podobnym
do tego dla siatki rzadkie;j.

5.2. Stacjonarny przeplyw ciepla

Modelowanie pol temperatury T prowadzono w
oparciu 0 rozwigzanie metoda elementow skonczo-
nych (Zienkiewicz 1 Taylor 1989) rownania transpor-
tu ciepta:

aT
VKT NT +0(T)= cP(T)p(T)—aT (11)
gdzie: k(T) — wspotczynnik przewodzenia ciepta, O(7)
— moc wewnetrznego zrodla ciepta, w rozwazanych
przypadkach zwiazana z cieplem przemian fazowych,



(a) pierwszy krok - 38 trojkatow

Rysunek 6. Adaptacja z zageszczaniem siatki.

(b) drugi krok - 806 trojkatdw

TTTTITTTT]

ik
L
i

(a) pierwszy krok - 1916 trojkatow
Rysunek 7. Adaptacja z rozgeszczaniem siatki.
p(T) — gestose, ¢, (T) — ciepto whasciwe, ¢ — czas.

W ponizszych przyktadach zadawano nastepujace
warunki brzegowe:

oT
k(T)y— =
( )an q (12)
"»'(T)—elr =a(T)Ty-T) 13
dn b £8)
gdzie:

a — wspolczynnik wymiany ciepta,

T, — temperatura otoczenia,

g — strumien ciepta przez brzeg,

n — wektor jednostkowy normalny do powierzchni.

W pierwszej kolejnosci rozwigzano rownanie (11)
dla stanu stacjonarnego, przyjmujac prawa strong row-
na zero. Ponadto przyjeto wspolezynnik przewodze-
nia ciepla jako niezalezny od temperatury, co daje w
efekcie rownanie liniowe. Takze wspotczynnik wy-
miany ciepta wystepujacy w warunkach brzegowych
byl staly oraz nie wystgpowaly wewnetrzne zrodia
ciepta.

Dla stacjonarnego przeptywu ciepla symulacja byta
przeprowadzona z wykorzystaniem 3-we¢ztowych ele-
mentoéw trojkatnych oraz czworokatnych elementow
4-weztowych.

Ze wzgledu na liniowos¢ rozpatrywanego zagad-
nienia przeptywu ciepta, wypuklos¢ powierzchni roz-
wigzania wynika jedynie z geometrii obszaru i nato-

(b) druki krok - 886 tréjkatow

(c) ostatni krok - 855 trojkatow

zonych warunkoéw brzegowych. Starano sie wige do-
bra¢ takie przyklady, na ktorych fatwo mozna by prze-
prowadzi¢ testy, ale w rozwigzaniu ktorych istnialtyby
obszary o pewnej wypukto$ci rozwiazania. Prezento-
wane przyktady dla stanu stacjonarnego ilustruja je-
dynie mozliwosci, ktore dajg siatki zaadaptowane i nie
przedstawiaja symulacji dla Zadnego rzeczywistego
procesu.

Obszar obliczen dla przyktadu pierwszego przed-
stawiono na rysunku 8. Na rysunku zaznaczone zo-
staty linie L,, wzdtuz ktorych porownywano wyniki
uzyskane w obliczeniach prowadzonych na roznych
siatkach.

Zadano nastgpujace warunki brzegowe: na brzegu
catego obszaru— warunek (12) z g = 0 [W/m?], na brze-
gu lewej dziury — warunek (13) za = 100 [W/m*K] i 7,
= 1300°C, na brzegu prawej dziury takze warunek (13)
z a = 6000 [W/m’K] i T, = 20°C. Wspotczynnik & dla
gornego podobszaru jest 2 razy wigkszy niz dla dolne-
go.

W tym przypadku obliczenia przeprowadzono dla
trzech siatek:

+ Siatka I: gesta (rys. 10a) o 7708 elementach,

+ Siatka 2: zgrubna (rys. 10b) o 1250 elementach,

+ Siatka 3: zaadaptowana (rys. 10c) o 1630 elemen-
tach.

Dla konstrukeji siatki 3 zadano okoto 20 punktow
z metryka. Punkty te zostaly zadane arbitralnie po za-
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poznaniu sig z rozwiazaniem na siatce gestej. [zolinie
temperatury dla tego przyktadu obliczonego na siatce
gestej pokazano na rysunku 9.

Rysunek 11a ilustruje réznice w temperaturze dla
obszaru o duzej wypukto$ci rozwiazania. Temperatu-

(Vavat
Wavsl

Rysunek 8. Obszar obliczen.

v
AL
) %ﬁ'&»g&@ Vb i !
g &w‘;::-'r;f. Lo

486°c

X[V e

oA
e Aty

S

. 148°C -7
~T0g,

(c) siatka zaadaptowana 3

[ Rysunek 10. Siatki dla pierwszego przykiadu obliczeniowego.

TIC]
1250—

Rysunek 9. Izolinie rozwiqzania.

1200—
ra wyliczona na siatce zgrubnej miejscami odbiega od

pozostatych o kilkanascie stopni. Nieco mniejsze roz- 1150—
nice wystgpuja wzdhuz linii L, (rys. 11b) oraz L,. Dla
obszaru, gdzie rozwigzanie jest prawie liniowe (tj. 1 ' siatka 1
wzdtuz linii L,), rozwigzania pokrywaja sie. P o :‘Z:::g
Rozwiazanie uzyskane na siatce zaadaptowanej jest
zatem bardziej zblizone do rozwigzania na siatce ge-
stej 1 to pomimo liczby elementow tego samego rze-
du, co w siatce zgrubnej.
Obszar obliczen dla drugiego przyktadu pokazano
na rysunku 12. Zadano nastepujace warunki brzego- o5
we: na odcinkach AB oraz AJ warunek (13) za = 100
[W/m?K], T, = 1300°C, na odcinkach GF i FE row- 1050
niez warunek (13) z ¢ = 6000 [W/m?*K], T, = 20°C, na
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s |3

TIC)

1150

iatk:
pozostatych odcinkach brzegowych warunek (13) z ¢ ———— ool

=0 [W/m?] (izolacja). W obszarze ABCJ oraz DEFG =~ | [ satkas

1000 —

* 950 —
wartos¢ wspolczynnika k przyjeto 10, a w obszarze i,
CDHI - 60.

(b) temperatura wzdtuz linii L,

Rysunek 11. Poréwnanie temperatury obliczonej na roznych siat-

kach.
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Rysunek 12. Obszar dla przykladu drugiego.
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Rysunek 13. Izolinie rozwiqzania.

Rysunek 13 przedstawia rozktad izolinii temperatury
uzyskany dla symulacji na siatce ggste;.

Rezultaty otrzymane dla tego przypadku oblicze-
niowego dla metryki wprowadzonej w dziewigciu izo-
lowanych punktach podane sg w pracy Glut 1 in.
(2001). Wyniki przedstawione ponizej uzyskano sto-
sujac procedure adaptacyjng oparta na hesjanie roz-
wiazania. Symulacje poréwnawcze przeprowadzono
na siatce trojkatnej gestej oraz rzadkiej (rys. 14aib).
Procedura adaptacyjna startowata z rozwiazania z siat-
ki rzadkiej i doprowadzita do wygenerowania siatki
adaptacyjnej trojkatnej (rys. 14c). Dodatkowo wyge-
nerowano siatke czworokatna na podstawie siatki za-
adaptowanej trojkatnej (rys. 14d).

Podobnie jak poprzednio wybrano linie, wzdtuz
ktérych porownywano rozwiazania uzyskane na roz-
nych siatkach (na rysunku 12 - linie L,, L,, L,). Rysu-
nek 15 przedstawia wykresy temperatury wzdtuz linii
L, L, 1L, dla obliczen na wszystkich czterech siat-
kach. Linia L, wybrana zostata w obszarze, w ktorym
rozwiazanie zachowuje sie w sposob nieliniowy. Na
rysunku 15a widaé, ze rozwiazanie uzyskane na siat-
ce zgrubnej rézni si¢ od pozostatych prawie o 20°C.
Natomiast rozwigzanie na siatkach zaadaptowanych
nie odbiega tak dalece od tego na siatce gegstej. Co
wigcej, przebieg temperatury w przypadku siatek 314
wydaje si¢ by¢ tu najlepszy. Podkresli¢ nalezy, ze licz-
ba elementéw w siatce trojkatnej zaadaptowane;j jest
tego samego rzedu, co w siatce zgrubnej, a liczba ele-
mentow siatki 4 jest prawie czterokrotnie nizsza.

Rysunek 15b pokazuje przebieg temperatury
wzdhuz linii L,. Tu takze wida¢, ze symulacja na siat-
ce zgrubnej daje temperature o kilka stopni nizsza niz

(a) gesta 1 - 2587 elementow

(b) zgrubna 2 - 812 elementow

(¢) zaadaptowana 3 - 820 elementow

(d) zaadaptowana 4 - 216 elementow

Rysunek 14. Siatki dla przykiadu drugiego.

w pozostatych przypadkach. Tymczasem elementy w
siatkach anizotropowych sa w tym obszarze duzo
wieksze niz w siatce 2. Roznica temperatury wynika
tutaj z faktu, ze na siatkach 1, 3 i 4 rozwigzanie w
obszarze nieliniowych zmian temperatury tj. w okoli-
cy weztow I oraz H, zostato wyliczone doktadniej.
Wzdtuz linii L, (rys. 15c¢) wyniki obliczen na
wszystkich siatkach prawie si¢ pokrywaja. Tu spadek
temperatury jest stosunkowo duzy, ale liniowy, wigc
elementy moga by¢ w tym obszarze wigksze nie po-
wodujac przy tym utraty precyzji rozwiazania.

5.3. Niestacjonarny przeplyw ciepla
Doktadnos$¢ przewidywania pdl temperatury w roz-

nych procesach w inzynierii materialowej ma bardzo
duze znaczenie. Dlatego za przyktad dla zastosowa-
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T[C]
1140— siatka 1
......... siatka 2
------ siatka 3
30— — —— - siatka 4
1120—
1110—
L, —r
(a) wzdhuz linii L,
T[C]
940 —
X siatka 1
920 — N | siatka 2
N - siatka 3
S siatka 4
880—
860 —
|
840—
820—
L, —*
TIC]
650 —
siatka 1
siatka 2
siatka 3
- siatka 4
550 —
500 — \

(c) wzdhuz linii L,

Rysunek 15. Poréwnanie temperatury obliczonej na réznych siat-

kach.

nia adaptacji siatki wybrano proces obrobki cieplne;
wyrobéw ze stali eutektoidalnych z wykorzystaniem
ciepla plastycznej przerobki na goraco, gtéwnie wal-
cowania. Zabiegi przyspieszonego chtodzenia wyro-
bow po walcowaniu, stosowane glownie dla profili
ksztaltowych takich jak szyny oraz dla walcowki i
pretow zbrojeniowych, podwyzszaja ich wlasnosci
wytrzymatosciowe zwiekszajac rownoczesnie walo-
ry uzytkowe. Minimalne wartosci wiasno$ci mecha-
nicznych dla tych wyrobow to granica plastycznosci
Re = 800 MPa, wytrzymatos¢ na rozciaganie Rm =
1100 MPa i1 wydluzenie catkowite A10 = 8%. Pola-
czenie wysokiej wytrzymatosci z dobra plastyczno-
scia wyrobdw zwigzane jest z mikrostruktura drobne-

go perlitu o odleglosci migdzy plytkami cementytu
okoto 0,1 um oraz wielkosci kolonii w przedziale 5—
10 um. Aby uzyska¢ mikrostrukture perlitu drobne-
2o, konieczne jest sterowanie przebiegiem przemiany
austenitu w perlit w ten sposob, aby przemiana ta za-
chodzita w waskim przedziale temperatur 550-500°C.
Pozadane jest uzyskanie w peini perlitycznej mikro-
struktury wyrobu bez wysp bainitu lub martenzytu,
obnizajacych silnie plastycznos$c¢ stali. Osiagnigcie tych
celow wymaga wspomagania projektowania techno-
logii chtodzenia przez programy symulujace przebieg
przemian fazowych w réznych warunkach, co obniza
koszty zwiazane z probami przemystowymi. W Aka-
demii Gérniczo-Hutniczej i w Instytucie Metalurgii
Zelaza od szeregu lat prowadzone sa badania majace
na celu opracowanie modeli matematycznych opisu-
jacych kinetyke przemian fazowych i potaczenie tych
modeli z programami na bazie metody elementéw
skonczonych, symulujacymi procesy chtodzenia po
plastycznej przerobce na goraco. Efektem tych prac
sa rozwiazania przewidujace zastosowanie chlodze-
nia od temperatury konca walcowania dla procesu
umacniania szyn (Pietrzyk i Kuziak 2000) oraz pre-
tow (Kuziak 1 Pietrzyk 1999). Wszystkie przeprowa-
dzone badania w tym zakresie wykazaly, ze skutecz-
nos¢ symulacji proceséw kontrolowanego chtodzenia
zalezy w duzej mierze od dok}adno$ci modelu tempe-
raturowego.

Ponizej przedstawione sa wyniki symulacji, z za-
stosowaniem roznych siatek, kontrolowanego chtodze-
nia szyny po walcowaniu na goraco. Obszar oblicze-
niowy pokazano na rysunku 16.

Rysunek 16. Obszar obliczeniowy dla szyny.

Aby uzyskac przebieg zmian temperatury w szy-
nie gwarantujacy uzyskanie wymaganych witasnosci
wytrzymatosciowych, szczegolnie w glowcee szyny,
Jjest ona poddawana specyficznej obrobee cieplnej skia-
dajacej si¢ na przemian ze swobodnego chtodzenia w
powietrzu oraz przyspieszonego chtodzenia gtowki
przez jej zanurzenie w wodnym roztworze polimero-
wym. W tym drugim sposobie chtodzenia czesé¢ ob-
wodu szyny BAD (rysunek 16) jest zanurzona w roz-
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tworze, natomiast cze$¢ obwodu BCD jest chtodzona
swobodnie w powietrzu. Jako przyktad dla zastoso-
wania adaptacyjnego generatora siatki wybrano pro-
ces kontrolowanego chtodzenia skiadajacy sig z 120
sekund swobodnego chtodzenia w powietrzu, 30 se-
kund zanurzenia gldwki szyny w roztworze i dalsze-
2o chlodzenia catej szyny w powietrzu (40 sekund).

Symulacjg procesu chlodzenia przeprowadzono
wykorzystujac rozwigzanie metodg elementow skon-
czonych niestacjonarnego rownania przewodzenia cie-
pta (11), dla ktorego wspotczynnik przewodnosei
cieplnej oraz wspdétczynnik wymiany ciepta sa funk-
cjami temperatury. Warunki brzegowe dla tego roz-
wiazania obejmowaly wymiang ciepla z otoczeniem
(rownanie 13). Wspotezynnik wymiany ciepla a przyj-
mowano w zalezno$ci od warunkow chtodzenia. Dla
swobodnego chlodzenia w powietrzu uwzgledniono
zjawiska promieniowania i unoszenia ciepla, przyj-
mujac:

2

«(T) = oe(Ty + T2 +T7) (14)
gdzie: o — stata Boltzmana, ¢ — wspotczynnik emisyj-
nosci powierzchni.

W réwnaniu (14) temperatury przyjmowane sg w
skali bezwzglednej. Do wyznaczenia wspolczynnika
wymiany ciepta dla chtodzenia w wodnym roztworze
polimerowym wykorzystano wyniki badan Hodgso-
naiin, 1991. Dla temperatury powyzej 700°C wspol-
czynnik wymiany ciepta jest staly na poziomie 1700
W/m?K. Dla temperatury ponizej 700°C wspdtczyn-
nik ten ro$nie liniowo ze spadkiem temperatury i osiaga
wartos¢ 6000 W/m?K w temperaturze 300°C, a nastep-
nie maleje do wartosci przyjmowanej w temperaturze
otoczenia.

Symulacje przeprowadzono wykorzystujac ele-
menty czworokatne dwunastoweztowe. Ten tvp ele-
mentow nawet przy stosunkowo malej liczbie czwo-
rokatow zapewnia juz duza precyzjg rozwiazania (ze
wzgledu na stopien funkeji ksztattu). Szczegoty doty-
czace zastosowanego w niniejszej pracy rozwiazania
metoda elementdw skonczonych i catkowania po cza-
sie podane sg przez Lenarda i in., 1999.

Obliczenia w celu porownan wykonano najpierw
na siatce gestej o 1481 elementach (rys. 18a). Pierw-
szy etap procesu symulowany byt w 60 iteracjach cza-
sowych (precyzyjniej w 64 — pierwszy krok czasowy
kazdego etapu dzielony jest dodatkowo na pig¢ kro-
kow), drugi etap — 75 iteracji (79), trzeci — 20 (24).

Powierzchnie rozktadu temperatury po kolejnych
etapach procesu wyliczone na siatce gestej zilustro-
wano na rysunku 17.

Poréwnawczo przeprowadzono rowniez oblicze-
nia na siatce rzadkiej o 151 elementach (rysunek 18b).

Procedura adaptacyjna wymagata najpierw wybo-

(c) po etapie III

Rysunek 17. Powierzchnia rozkladu temperatury po kolejnych eta-
pach procesu.

ru kroku czasu, dla ktérego bgdzie ona wykonana.
Zdecydowano, ze najlepiej zrobi¢ to na poczatku eta-
pu II po okoto 5 sekundach. Ze wzgledu na fakt, ze
proces jest niestacjonarny wykorzysta¢ nalezalo dwa
kroki czasowe. Byly to kroki £, = 80 (1= 124,8 s) oraz
E=81(t=12525).

Adaptacje przeprowadzano w sposob iteracyjny.
Dla kroku &, wyliczano hesjan w weztach siatki. Na
jego podstawie aproksymowano metryke w catym
obszarze oraz generowano nowa siatke trojkatna. Siat-
ka ta byla potem konwertowana na siatke czworokat-
na dwunastoweztowa. Do siatki tej przenoszone byty
warto$ci temperatury z poprzedniej siatki z kroku £,
(interpolacje warto$ci wykonywano wykorzystujac
funkcje ksztattu). Nastepnie przeprowadzano ponow-
nie symulacj¢ od kroku k,, w ktérym przeniesione
warto$ci temperatury traktowane byly jako poczatko-
we. Procedure powtarzano dopdki liczba elementow
w siatce nie ustabilizowata sie (okoto 210 elementow).

Adaptacje wykonano zaczynajac od siatki gestej,
wigc do stabilizacji liczby elementow wystarczyty
zaledwie dwie iteracje. Siatka zaadaptowana przed-
stawiona jest na rysunku 18c.

Dla wybranego punktu P, znajdujacego si¢ w odle-
glosécei ok. 3mm od brzegu szyny (rys. 16), porownano
wyniki obliczen wykonanych na siatce ggstej, rzad-
kiej i zaadaptowanej. Na rysunku 19 przedstawiono
wykresy roznicy temperatur w czasie w punkcie P.
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(a) 1481 elementdw

(c) 210 elementow

Rysunek 18. Siatki wygenerowane dla symulacji procesu chiodze-
nia szyny.

Linia cienka reprezentuje roznice wynikow symulacji
wykonanych na siatce rzadkiej i1 gestej natomiast linia
pogrubiona rdznicg wynikow symulacji na siatce za-
adaptowane;j i ggstej. W kroku 81 widoczny jest efekt
adaptacji i przeniesienia wartosci do nowe;j siatki. Tym
niemniej spowodowato to roznice jedynie 2 stopniiw
dalszym czasie symulacji roznica temperatur nie prze-
kroczyla 5 stopni. Natomiast dla siatki rzadkiej pod
koniec fazy chtodzenia roztworem réznica tempera-
tury w stosunku do wyliczonej na siatce gestej wyno-
si juz 10 stopni.

6. WNIOSKI

* Zaproponowana technika adaptacji siatek pozwa-
la zaggszczad i1 rozgeszezac siatki w wybranych

— rzadka
— zaadapt.

Rysunek 19. Réznica temperatury dla punktu P w kolejnych itera-
cjach czasowych.

podobszarach, jak rowniez generowaé siatki wy-
dhuzone w zadanym kierunku.

* Procedura spetnia wymagania stawiane adaptacji.
Wtasciwie przybliza powierzchnie rozwiazania
minimalizujac jednoczesnie liczbe elementdw nie-
zbgdnych do obliczen z zadana precyzja.

* Liczba elementdéw w trakcie adaptacji oscyluje w
kolejnych krokach procedury 1 ostatecznie stabili-
zuje sig¢ na poziomie gwarantujacym odpowiednia
doktadnos¢ obliczen.

*  Metoda moze by¢ wykorzystana zaréwno do ada-
ptacji dla problemdéw dwuwymiarowych, jak 1 do
konstruke;ji siatek dla trojwymiarowych powierzch-
ni.

Praca zostata wykonana w ramach grantu KBN nr
8T11F 012 16.
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