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ELIMINACJA BLOKADY OBJETOSCIOWEJ W LINIOWYCH
ELEMENTACH TROJKATNYCH I CZWOROSCIENNYCH.
ZASTOSOWANIE DO SYMULACJI PROCESOW
PRZEROBKI PLASTYCZNEJ NA ZIMNO

JERZY ROJEK, OLGIERD C. ZIENKIEWICZ

ELIMINATION OF VOLUMETRIC LOCKING IN TRIANGULAR
AND TETRAHEDRAL LINEAR ELEMENTS.
APPLICATION TO SIMULATION OF METAL FORMING PROCESSES

Abstract

The authors deal with the numerical problem of volumetric locking occurring in finite element simula-
tion of metal forming processes and other problems characterized with incompressible deformation. Volu-
metric locking is present in all finite elements based on the standard displacement formulation as well as in
mixed elements using equal order interpolation for displacements and pressure. Special stabilizing techni-
ques are necessary in order to avoid volumetric locking in such useful elements as triangles and tetrahedra
with linear interpolation of displacements and pressure. An original method to eliminate volumetric locking
has been developed and applied to analysis of metal forming problems. The stabilization method, called
CBS (Characteristics Based Split), is based on the splitting of the Stokes equations describing elasto-plastic
deformation of the material. The split algorithm has been implemented within an explicit dynamic finite
element code. Numerical examples of metal forming simulation demonstrate effectiveness and correctness

of the theoretical formulation and numerical algorithm.

1. WSTEP

Elementy skorficzone stosowane w symulacji pro-
ceséw przerdbki plastycznej powinny dobrze mo-
delowaé¢ stany odksztalcenia materialu charak-
teryzujace sie niesciliwodcia, co jest typowe
dla metalu odksztalcanego plastycznie.  Ele-
menty skoriczone oparte na standardowym sfor-
multowaniu przemieszczeniowym MES ulegaja
tzw. blokadzie objetoiciowej, ktéra przejawia
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sie nadmierna sztywnosciag elementéw na od-
ksztalcenia. Blokada objetosciowa elemen-
tow przemieszczeniowych wynika z niemoznosci
Scistego opisania przez funkcje ksztaltu ele-
mentu pola przemieszczen charakteryzujacego
sie odksztalceniem o niezmiennej objetosci (izo-
chorycznego) w calym elemencie (Zienkiewicz i
Taylor 2000, Hughes 1987), Belytschko iin. 2000).
Defekt blokady objetosciowej dyskwalifikuje ele-
menty w przypadku analizy przerobki plastycznej.
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Zastosowanie sformulowania mieszanego, w
ktéorym wprowadza sie niezalezng interpolacje
dla pola przemieszczeri (predkosci) i ciénienia,
pozwala uniknaé¢ blokady objetosciowej w przy-
padku wielu elementéw (zobacz Hughes 1987),
np. w przypadku o$miowezlowych elemen-
tow szesciosciennych Q1/P0 (z tréjliniows in-
terpolacja przemieszczen i stalym ci$nieniem
w elemencie) i czterowezlowych czworokatow
Q1/P0 (z biliniowa interpolacja przemieszczen
1 stalym cisnieniem). Niestety w pray-
padku elementéw z réwnym stopniem interpo-
lacji przemieszczeri i cisnienia Q1 /P1l, w tym na-
jprostszych elementéw tro Jweztowych trojkatnych
1 czteroweztowych czworosSciennych z liniows in-
terpolacja przemieszczen i ci$nienia, zastosowanie
sformutowania mieszanego nie usuwa blokady ob-
jetosciowej. Konieczne jest zastosowanie spec-
Jalnych metod stabilizacji. W artykule przed-
stawia si¢ jedna z mozliwych metod zwang
metoda CBS (ang. characteristics based split)
lub metodg predkosci czastkowej (ang. fractional
velocity, fractional step), ktora jest oparta na
specjalnym algorytmie catkowania réwnar ruchu
polaczonym z ich dekompozycja. Metoda ta
rozwinigta w mechanice ptynow (Zienkiewicz i Co-
dina 1995, Zienkiewicz i in. 1995), zostala nastep-
nie rozszerzona na zagadnienia mechaniki ciala
stalego (Zienkiewicz i in. 1998).

W rozdziale 1 przedstawione Jest sformutowanie
zagadnienia przerébki plastycznej jako zagad-
nienia mechaniki ptynéw opisanego réwnaniami
Stokesa, przy czym przerabiany metal jest trak-
towany jako plyn lepki. W rozdziale 2 oméwiona,
zostala dyskretyzacja czasowa, a w rozdziale 3
przedstawiona jest dyskretyzacja przestrzenna
réwnan ruchu przy zastosowaniu metody Galerk-
ina. Nastepnie przedstawiono mozliwe schematy
catkowania réwnan wzgledem czasu, przy czym
uwaga zostala zwrécona na zalety zwiazane z zas-
tosowaniem jawnego algorytmu catkowania. Efekt
blokady objetosciowej i stosowane metody sta-
bilizacji sa oméwione nieco szerzej w rozdziale
4. Rozdzial 5 przedstawia zasadniczg czesé
niniejszego artykutu - sformulowanie specjal-
nego algorytmu catkowania réwnar ruchy eliminu-
Jacego blokade ob Jjetodciowa. W rozdziale 6 przed-
stawione jest rozszerzenie algorytmu na zagad-
nienie mechaniki ciala stalego wraz z modelem
materiatu sprezysto-plastycznego przeznaczonego
do modelowania duzych odksztalcen metali. w
rozdziale 7 zostaly zamieszczone wyniki obliczen
numerycznych pokazujace mozliwosé stosowa-

nia rozwinietych modeli do zagadnien przerébki
plastycznej na zimno. Sformulowanie modelu
sprezysto-plastycznego przedstawione jest nieco
szerzej w Dodatku.

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU
MECHANICZNEGO

1.1. Réwnania ruchu

Proces ksztaltowania metali rozpatruje sie jako
nieliniowe zagadnienie mechaniki stosujac alter-
natywnie jeden z dwoch nastepujacych opiséw
(np. Onate i Agelet de Saracibar 1992a; 1992b,
Onate i in. 1995):

® réownania mechaniki ptynow,
* rownania mechaniki ciala stalego.

W sformutowaniu “zapozyczonym” z mechaniki
plynéw przerabiany materiat traktuje sie jako
lepki ptyn niescisliwy lub posiadajacy niewielka
Scisliwosé.  Zagadnienie traktuje sie jako pro-
ces quasi-statyczny (pomijajac efekty inercyjne
w réownaniach ruchu), albo Jako proces dynam-
iczny (uwzgledniajac efekty Inercyjne w réwnani-
ach ruchu).

Uwzgledniajac efekty Inercyjne, zalozymy obec-
nie, ze rozpatrywany proces odksztalcania ciata
0 objetosci i brzegu I' mozna opisa¢ znanymi
z mechaniki plynéw réwnaniami Stokesa, por.
(Zienkiewicz i Taylor 2000):

* zasada zachowania pedu

O(pvi)  Bsiy; Op ~
0t ~ Bz, oz T (1)

* zasada zachowania masy

9p _ O(pw)
5{ N 63:1- (2)

W powyzszych réwnaniach p Jest gestoscia, v;
— skladows predkosci w kierunku osi z b=
1,2,3), gi — skiadowa sit obcigzenia masowego
si; — skladowa dewiatora naprezenn Cauchy’ego,
p — ciSnieniem hydrostatycznym (dodatnim dla
Sciskania)

p= —% (3)

gdzie oy; jest tensorem naprezenia Cauchy’ego
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oij = sij — pbij (4)

W zapisie réwnan (1)-(3) i innych réwnaniach w
dalszej czeéci niniejszego artykutu stosuje sig kon-
wencje sumacyjng Einsteina. Rownania (1) i (2)
musza by¢ uzupelnione odpowiednimi warunkami
poczatkowymi i brzegowymi. W chwili ¢ = 0
konieczne jest okreslenie pola predkoéci w calym
ciele

v = U? (5)

Na brzegu mozemy mie¢ okreslone dwa rodzaje
warunkdow:

(i) warunki kinematyczne okreslajace predkosci
0; (lub przemieszczenia) w chwili ¢ na czesci
brzegu Iy,

Vi = ’t:'i (6)

(ii) warunki naprezeniowe zadajace wielkos¢ ob-
ciazenia w chwili ¢ na czesci brzegu I';

b=k (7)

przy czym nalezy pamietaé, ze na brzegu
obowiazuje zaleznogé

ti = nj(7i; — 6ij p) (8)

gdzie n; jest sktadowa wektora normalnego
do brzegu.

W poréwnaniu do pelnych réwnan Naviera-
Stokesa w réwnaniu (1) pominieto konwekcyjne
sktadowe pochodnych predkosci, gdyz do opisu
odksztalcenia zostang zastosowane wspolrzedne
konwekcyjne.

Dla plynu z niewielka $ci$liwo$ciag réwnania
Stokesa mozna uprosci¢ do nastepujacej postaci:

6'01- _ 881'3' Bp ‘
P B =Bz, o T (9)
1 9p Ov;

e et 1
gdzie ¢ jest predkoscia diwieku w materiale,
wyrazajaca sie nastepujaca zaleznoscia:

= — 1.1

Po (1)

przy czym K jest modulem sztywnosci objetos-

ciowej. W roéwnaniach (9)-(11) zalozono stale

wartosci modutu K oraz gestosci p (réwnej ges-
todci poczatkowej pg).

Dla ptynu niescisliwego (K — oo) réwnanie za-
chowania masy (10) mozna zapisaé jako

31)5_
=0 12
By (12)
co wyraza warunek niescisliwosci.
Réwnania (9)-(10) beda podstawa procedury
dyskretyzacyjne] prowadzacej do sformulowania
mieszanego elementéw skonczonych.

1.2. Réwnania konstytutywne materialu
sztywno-lepko-plastycznego

Material poddany przerébce plastycznej moze by¢
traktowany jest jako material sztywno-plastyczny
lub sztywno-lepkoplastyczny. Dewiator napreze-
nia moze by¢ wyrazony poprzez wspétczynnik lep-
kosci p i deviator predkosci odksztalcenia &;;

Sij = Qﬂéij (13)

gdzie deviator predkodci odksztalcenia €;; jest
zdefiniowany w nastepujacy sposob

o 1 c%i 8vj 2 a'Uk N
=3 (ax,- 02 73 Buk 5*3) 14

Wspétezynnik lepkosci p mozna okreglié za po-
mocg naprezenia plynigcia o, 1 parametrow
okreslajacych lepkie wlasnosci materiatu yin

N\ 17
_=+(3) "
=3

gdzie £ intensywnos$é¢ predkosci odksztalcenia
postaciowego

. B
&= /380y (16)

Dla materialu sztywno-plastycznego v — oo i
rownanie (15) upraszcza si¢ do

Upl
fisig (17)

2. DYSKRETYZACJA CZASOWA
I CALKOWANIE ROWNAN RUCHU
WZGLEDEM CZASU

Rozwigzanie réwnan (9)-(10) wymaga zastosowa-
nia wybranej procedury catkowania wzgledem
czasu. Zakladajac, ze znane jest rozwiazanie
tego ukladu réwnan w pewnej chwili t, € [0,T)
okreslone poprzez v} i p™, poszukiwaé bedziemy
rozwiazania vt 1 p?t! w chwili the1 = tn + At.

1
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W tym celu zastapimy pochodne wzgledem czasu
wyrazeniami réznicowymi
Bvi _ A’Ui

at - At (18)

%I-:- = %—i—) (19)
gdz.ie

Ay = v = (20)

Ap=p*t —p" (21)

At =tniy —tn (22)

1 zalozymy, ze réwnania roéznicowe otrzymane po
wstawieniu (18) 1 (19) do (9)-(10) sa spelnione
dokladnie w pewnej chwili ¢, .9 = t, + 0At, gdzie
8 € [0,1]

Av; _Osi gpntt
= = : 2
At 8.7.7:,-‘ c'i:ci * 9: ( 3)

Po

l_ _A_,Z_D . 3U?+9
2 At 7 Ozx;

(24)

Wskaznik n + 8 okredla warto$¢ zmiennej w
chwili t, + 8At. Przy zalozeniu, ze rozwigzanie
v; 1 p zmienia sie liniowo w przedziale At mozna
napisac

v = (1 — Ol + 6o = ol + 0Awy; (25)

1

pn+9 = (1 _ 9)pn + gpn-f-l = pn +0Ap (26)

Wspoltczynnik 6 zwany jest parametrem nie-
jawnosci schematu catkowania. Przyjmujac 8 =0
otrzymuje sie jawng metode calkowania Eulera,
f = 0.5 daje metode trapezéw, a przy § = 1 mamy
niejawng wsteczng metode Eulera, por. (Krupow-
icz 1986).

3. DYSKRETYZACJA PRZESTRZENNA
ROWNAN RUCHU

Do réownan (23) i (24) wprowadzamy dyskre-
tyzacje przestrzenng typowsg dla elementéw skon-
czonych, aproksymujac wektorowe pole predkosci
v i pole ciénienia p za pomoca zaleznosci

vav=N,¥V (27)
p~p=Npp (28)
gdzie v 1 P oznaczajg wektory nieznanych
parametréow weztowych, a N, i N, — macierze
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funkcji interpolacyjnych spetniajacych kinematy-
czne warunki brzegowe. Stosujac metode Galerk-
ina do réwnania (23) z wykorzystaniem catkowa-
nia przez czesci otrzymuje si¢ w zapisie macier-
zowym nastepujace rownanie, por. (Zienkiewicz i
Taylor 2000)

1 - n+6
= ( fn N7 poN,,dQ> AV =
n+6 n+6
= - ( f BTsdQ> + ( f BTmNPdQ) pnte
Q Q
n+0 n+6
+ ( ] Nﬁ“gdﬂ) + ( [ NEMF) (29)
Q T

gdzie t jest zadanym obciazeniem na czesci brzegu
[';, g — obciazeniem masowym, a B — macierza
wiazaca predkosci odksztalcenia € z predkosciami
wezlowymi v, por. (Zienkiewicz i Taylor 2000):

ée=Bv (30)
Przedstawiajac prawo konstytutywne (13) jako

s=Dé=D Bv (31)
gdzie

D = 24l (32)

mozna zapisa¢ drugg calke réwnania (29) w
nastepujacej postaci:

/Q BTsd) = ( fﬂ BTD BdQ) v (33)

Zastosowanie metody Galerkina do réwnania (24)
daje, por. (Zienkiewicz i Taylor 2000)

= 1 n+6 ~
( fﬂ N7 —pgcszdQ> Ap =

n+60
= ( f NngBdﬂ) ghtd (34)
Q

Wrykorzystujac zalezno$é (33), réwnania (29) i
(34) mozna zapisa¢ lacznie w nastepujacej postaci:

M o 1™ 1 [av .
0 -M At | Ap
K —Q n+6 v n+6_ fv n+6
SR

-QT o
W réwnaniu (35) wprowadzono nastepujace oz-
naczenia:

M = /Q N7 poN,dQ (36)



] — Ti 7

M = fﬂ N —5Npd0 (37)

K =‘/Bﬁ)&m (38)
Q

Q =‘/BrmNﬁQ (39)
Q

£ = f NTidy + / NTgdQ (40)
Q s

g, =10 (41)

Po uwzglednieniu zaleznosci (25) i (26) w réw-
naniu (35) otrzymuje sie

M+6K —-0Q1" [ A
A

o <
| ENTINOR |
Il

-6QT -M
~ K —Q n+6 l: 5 ]n [ fv ]TH-@
At |: "‘QT 0 :l B + At fp

Uktad réwnan (42) jest nieliniowy, gdyz wys-

tepujace w nim macierze zaleza od wartosci
niewiadomych w chwili tp49. Doktadne
rozwigzanie wymaga zastosowania procedury
iteracyjnej. Nieiteracyjne rozwiazanie jest
mozliwe tylko w przypadku zastosowania jawnego
schematu rozwigzania (§ = 0). Rozwigzanie
przyrostowe otrzymuje sie wtedy z rozwiazania
uktadu liniowego

M o |"[av]_
0 -M Ap |
Kv-Qp+f, "

=gl AR (43)

Rozwiazanie jawne jest szczegblnie tatwe jesli za-
stosuje si¢ jednocze$nie diagonalizacje macierzy
M i M. Ukiad réwnan (43) rozprzega sie wt-
edy i nie ma potrzeby kosztownego numerycznie
odwracania macierzy dla wyznaczenia rozwiaza-
nia ukladu réwnan algebraicznych. Rozwigzanie
dla pojedynczego kroku jest bardzo efektywne nu-
merycznie. Inna zaletg tego podejscia sa male
wymagania pamieci, gdyz nie ma potrzeby bu-
dowania i przechowywania macierzy wspélczyn-
nikéw uktadu réwnan. Z powodu tych zalet
jawny schemat catkowania jest bardzo atrak-
cyjny. Programy MES oparte na jawnym
catkowaniu wzgledem czasu znalazly wiele zas-
tosowan, w tym réwniez do symulacji proceséow
przerobki plastycznej (Onate i in. 1995, Ro-
jek 1 in. 1998). Wada schematu jawnego jest
jego warunkowa stabilno$§¢ numeryczna. Dla

stabilnosci rozwiazania konieczne jest stosowanie
malego kroku catkowania At ograniczonego przez
pewna warto$¢ krytyczng (Zienkiewicz i Tay-
lor 2000, Hughes 1987). Rozwiazanie calkowite
wymaga stosowania bardzo duzej liczby krokow.
Niedogodno$¢ te mozna w niektérych przypad-
kach zmniejszyé poprzez algorytmiczne zwieksze-
nie efektow inercyjnych skalujac mase lub zwiek-
szajac predko$é ksztaltowania. Doswiadczenie
pokazuje, ze stosujac te zmiany wprowadzamy
w pewnym zakresie predkosci ksztaltowania sto-
sunkowo niewielki blad (rzedu kilku procent),
ktory jest zazwyczaj do przyjecia w praktycznych
zastosowaniach.

Mimo wymienionych ograniczen sformutowanie
wykorzystujace jawne catkowanie wzgledem czasu
przy analizie duzych zagadnien jest zwykle
znacznie efektywniejsze niz niejawne schematy
rozwiazania. Dlatego tez jawne schematy
rozwigzania sg powszechnie wykorzystane w wielu
komercyjnych programach do symulacji przerébki
plastycznej, np. LS-DYNA (Hallquist 1998),
PAM-STAMP (PAM-STAMP. User’'s Manual,
1998).

4. EFEKTY BLOKADY
OBJETOSCIOWEJ

Niescigliwoé¢é materialu sprawia spore klopoty w
analizie numerycznej. Nalezy zwréci¢ uwage,
ze dla idealnej niedcisliwosci mamy M = 0,
co uniemozliwia zastosowanie jawnego schematu
rozwiazania opisanego wzorem (43). Niescisli-
wos¢ powoduje inny, jeszcze powazniejszy prob-
lem numeryczny, wynikajacy z istnienia zerowej
podmacierzy na przekatnej w pierwszym czlonie
po prawej stronie réwnan (35) i (42). Jest to
przyczyna tak zwanej blokady objetosciowej (ang.
volumetric locking). Efekt ten objawia si¢ nad-
mierng sztywnoscig elementéw na odksztalcenia,
co prowadzi do zupeinie falszywych wynikéw.
Przyklad blednego rozwiazania spowodowanego
blokadg objetosciows zostanie przedstawiony w
ostatnim rozdziale tego artykulu.

Blokada objeto$ciowa wystepuje we wszys-
tkich elementach opartych na standard-
owym  sformulowaniu przemieszczeniowym,
por. (Zienkiewicz 1 Taylor 2000, Hughes
1987). Blokada objetosciowa elementéw
przemieszczeniowych jest spowodowana
niemoznoscia przedstawienia za pomoca funkcji
ksztaltu pola przemieszczeni charakteryzujacego
sie zerowym odksztalceniem objgtosciowym w
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calym elemencie (Hughes 1987, Belytschko i in.
2000).

Aby uniknaé blokady objetosciowe] stosuje
sie elementy oparte o sformulowanie mieszane
(stosowane w niniejszej pracy), w ktérym
wprowadza sie niezalezng interpolacje dla pola
przemieszczenn (predkosci) i ci$nienia. Sfor-
mulowanie mieszane jest w zasadzie rOwnowazne
sformutowaniu przemieszczeniowemu z nalozonym
ograniczeniem (wiezem) na odksztalcenie obje-
tosciowe — ciénienie spelnia role mnoznika La-
grange'a (Belytschko i in. 2000).

Rozpatrzmy réwnania MES opartej na sfor-
mulowaniu mieszanym opisujace ustalony proces
odksztalcenia materialu niescisliwego

K -Q v £,
= 44
B MR
Roéwnanie (44) otrzymano poprzez uproszcze-
nie réownania (35). Eliminujac z powyzszego
uktadu réwnan predkosci wezlowe v otrzymuje sie

nastepujace réwnanie z niewiadomym wektorem
ci$nieni weztowych p:

(Q"K'Q)p=-Q"K'f, — 1, (45)

Aby réwnanie (45) mialo rozwigzanie, musi by¢
spelniony prosty warunek (Zienkiewicz i Taylor
2000, Belytschko i in. 2000):

Ndof =2 Np (46)

gdzie ngor gdzie liczba niewiadomych w wek-
torze v, a np liczba niewiadomych w wektorze
p. Liczby niewiadomych odnosza si¢ do calego
uktadu dyskretnego, ktéry tylko w szczegdlnym
przypadku moze by¢ pojedynczym elementem.
Nieréwnos¢ (46) wyraza w prosty sposéb warunki
stabilnosci elementéw opartych na sformutowaniu
mieszanym zwane warunkami Babuski-Brezziego
(Hughes 1987, Babugka 1973).

Do elementéw spelniajacych warunek (46)
naleza m.in. element czterowezlowy czworokatny
Q1/P0 z biliniowa interpolacja przemieszczen i
ciénieniem stalym w elemencie (dla zagadnien
dwuwymiarowych) oraz osmiowezlowy szescios-
cienny element Q1/P0 z tr6jliniowg interpo-
lacja przemieszczen i ci$nieniem stalym w ele-
mencie (dla zagadnien tréjwymiarowych). Ni-
estety warunki stabilno$ci BB nie sa spelnione
dla elementéw z réwnym stopniem interpolacji
przemieszczen i ci$nienia Q1/P1, w tym najprost-
szych elementéw trojwezlowych trojkatnych i
czteroweztowych czworogciennych z liniowsa inter-

polacja przemieszczen i ci$nienia. W przypadku
stosowania tych elementéw mamy do czynienia
z blokada objetosciowa (Hughes 1987). Aby ja
wyeliminowaé konieczne jest stosowanie specjal-
nych metod stabilizacji. Nalezy podkresli¢, ze
wprowadzenie niewielkiej écisliwos$ci np. poprzez
zastosowanie funkcji kary do warunku niescisli-
wosci, nie rozwigzuje problemu blokady objetos-
clowej.

Specjalne metody zredukowanego lub se-
lektywnego calkowania w obszarze elementu
(Zienkiewicz 1 Taylor 2000, Hughes 1987) da-
jace poprawnie dzialajace elementy czterowezlowe
czworokatne (dla zagadnien dwuwymiarowych)
i o$miowezlowe szescioscienne (dla zagadnien
tréjwymiarowych) sg réwnowazne odpowiednim
elementom uzyskanym w wyniku zastosowania
sformulowania mieszanego (Hughes 1987), i za-
wodzg w przypadkach, w ktérych zawodzi sfor-
mutowanie mieszane. _

Metody stabilizacji czesto sprowadzaja sie do
dodania stabilizujacych czlonéw do réwnania za-
sady zachowania masy, ktére po dyskretyza-
cji daja niezerowg podmacierz na przekatnej w
rownaniu (44). Brezzi i Pitkdranta (Brezzi i
Pitkaranta 1984) zaproponowali dodanie czlonu
hK,, gdzie h jest wymiarem charakterystycznym
elementu skoriczonego, a K, jest zdefiniowana
wzorem

K, = / VTN, VN,df (47)
Q

Hughes iin. (Hughesiin. 1986) uzyskat stabilizu-
jacy czlon poprzez dodanie réwnania zasady za-
chowania pedu pomnozonego poprzez wspoiczyn-
nik zdefiniowany jako

2
ﬂVNP (48)
2p
gdzie a jest pewnym parametrem, h — wymiarem
charakterystycznym elementu skoriczonego, a u —
lepkoscig. Ta procedura stabilizacyjna jest nazy-
wana metoda GLS (ang. Galerkin Least Squares).
Otrzymany w wyniku jej zastosowania uktad row-
nan ma nastepujaca postac:

K -Q VI|_| &
e @) ]E] e
gdzie
ah?
Ky = 5o /n VTN, VN,dQ (50)
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L = ah? / VIN,VsdQ (51)
Q

W niniejszej pracy przedstawiona jest metoda
eliminacji blokady objetosciowej poprzez za-
stosowanie specjalnego schematu calkowania
wzgledem czasu réwnan metody elementéw skoric-
zonych opartych na sformulowaniu mieszanym.
Metoda ta jest nazywana metoda CBS (ang.
characteristics based split) lub metoda predkosci
czastkowej (ang. fractional velocity, fractional
step) (Zienkiewicz i Taylor 2000).  Metoda
ta zostala rozwinieta poczatkowo w mechanice
plynéw (Zienkiewicz i Codina 1995, Zienkiewicz i
in. 1995). Autorzy z powodzeniem zastosowali jg
do zagadnien mechaniki ciata stalego (Zienkiewicz
iin. 1998).

5. ELIMINACJA BLOKADY
OBJETOSCIOWEJ — METODA CBS

Podobnie jak poprzednio rozpoczniemy od dyskre-
tyzacji w czasie réwnan rézniczkowych (9) i (10).
Rozwiagzanie przyrostowe na kroku n+1 (dla
chwili t,4+1) bedzie wyznaczone z nastepujacych
réwnan:

Av;  OsT® gpnte:

=Y n+03 2
"y Oz; ox; + 9 (92)
1 Ap 61}{”91
EA- T an (e3)

W powyzszych réownaniach zostaly wprowadzone
trzy parametry niejawnosci, 6,062,635 € [0,1].
Wskazniki n+80;, i = 1,2, 3 dla dowolnej zmiennej
oznaczaja kombinacje liniowa wartoéci tej zmien-
nej na poczatku i na koncu kroku analogiczna do
okreslonej rownaniami (25) 1 (26).

Podstawg stabilnego schematu catkowania réw-
nan (52) i (53) wzgledem czasu jest nastepujacy
rozktad réwnania (52):

v —yt  Qstos
po = g A (54)
,U;H-l _ U;-" 3 apn+62 (55)
A At N 0.’3."1' )

gdzie v} jest zwana predkoscia czastkowa (ang.
“fractional” velocity). Nalezy zwroci¢ uwage, ze
réwnania (54) i (55) daja w sumie réwnanie (52).
W réwnaniu (53) zaktadamy 8; = 1, a nastepnie
wstawiajac rownanie (55) otrzymujemy

a2pn+92

)
0z

1 Pnt1—Pn dvy
==L 4 At
poc: At Ox;

(56)

Roéwnania (54), (55) i (56) definiujg nastepujacy
schemat catkowania wzgledem czasu:

1) Obliczenie predkosci czastkowej z réwnania
(54)

. At [ Osy;
vi=v?+pog(a—x;+g?) (57)

2) Obliczenie ciénienia p™*! z réwnania (56)
3) Obliczenie predkosci koricowej z réwnania (55)

nhl _ e DO

P =op - 2 (58

v

W réwnaniu (57) zalozono 63 = 0, co oznacza
wyboér jawnego rozwiazania dla tego réwnania.
Rozwigzanie to charakteryzuje si¢ wszystkimi za-
sadniczymi zaletami schematéw jawnych, ktére
zostaly omowione wczesniej. Rozwigzanie jawne
wprowadza réwniez ograniczenie na krok catkowa-
nia Atet, por. (Hughes 1987):
2
Atcrit’. < g_ (59)
v

gdzie v = u/po, a h jest najmniejszym wymiarem
elementu. W réwnaniach (56) i (58) pozostawiono
wybér charakteru rozwigzania, dla 63 = 0 schemat
catkowania jest w pelni jawny, natomiast dla 6 =
1 cisnienie wyznaczane jest w sposéb niejawny.

Wprowadzajac do réwnan (57), (55) i (58)
dyskretyzacje predkosci i cisnienn analogiczna do
okreslonej réwnaniami (27) i (28), a nastepnie
stosujac standardowa metode Galerkina otrzy-
muje sie réwnania macierzowe dla powyzszego
schematu catkowania

Krok 1:
v ="+ At ML (f, - K¥") (60)
Krok 2:
é M (f)n—H _ pn) —
-QT ¥ —AtH P - (61)
Krok 3
v = — At M~ (6,Qp™ + (1 - 62)Q5")

(62)
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gdzie H jest standardowa macierza dla dyskret-
nego operatora Laplace’a

i = / VNTLVN o (63)
Pozostale wektory i macierze sg zdefiniowane réw-
naniami (36)-(41).

Po obliczeniu predkosci mozna wyznaczy¢
przemieszczenia punktoéw weztowych z zaleznosci

1
"t =a" + - At (v - v”+1) (64)
2
Intuicyjne wyjasnienie skutecznosci powyzszego

algorytmu w eliminacji blokady objetosciowej daje
rozpatrzenie zagadnienia ruchu ustalonego, kiedy

=V =V (65)
=p (66)

Wtedy réwnania (60)-(63) sprowadzaja sie do
nastepujacych zaleznosci

¥ = v+ At M1 (fv(l) - Kv) (67)
¥ =9+ At M1 (Q;‘) + f,ﬁz)) (68)
0=Q" ¥*+AtHp (69)

Po wyeliminowaniu v* otrzymuje sie uklad row-
nan w nastepujacej postaci:
K -Q
- QT At (QTm—lq - H)

(70)

Jak wida¢ podmacierz na przekatnej zwiazana
z ciénieniem nie jest zerowa. Daje ona poza-
dana stabilizacje objeto$ciowa. Mozna dowiesé
(por. (Codina 1995)), ze wystepujaca na przekat-
nej podmacierz QTM~1Q—H jest zawsze dodat-
nio okreslona, co zapewnia dobre uwarunkowanie
réwnan (70).

6. MODEL MATERIALU SPREZYSTO-
PLASTYCZNEGO

Aczkolwiek w wielu przypadkach model mate-
rialu sztywno-plastycznego lub sztywno-lepko-
plastycznego jest zupelnie wystarczajacy do opisu
proceséw przerobki plastycznej, nieraz pozadane
jest uwzglednienie efektéw sprezystych, co jest
mozliwe przy zastosowaniu modeli sprezysto-
plastycznych lub sprezysto-lepko-plastycznych
znanych z mechaniki ciala stalego. Rozwiniety
w ramach mechaniki ptynéw algorytm CBS

zostal rozszerzony na zagadnienia mechaniki
ciala stalego przez Zienkiewicza (Zienkiewicz i
in. 1998). Dostosowanie algorytmu opisanego
rownaniami (60)-(62) do zagadnienia mechaniki
ciata stalego jest proste. Wystarczy na pod-
stawie rownan (33) i (38) zapisa¢ wystepujacy w
rownaniu (60) czton Kv jako

Kv= f BTs d (71)
Q

gdzie s moze by¢ otrzymane na podstawie dowol-
nego prawa konstytutywnego z mechaniki ciala
statego. Powyzsza forma jest rowniez prawdziwa
w ramach mechaniki ptynéw.

Roéwnanie konstytutywne dla ciala sprezysto-

plastycznego  mozna  zapisa¢é w  postaci
rézniczkowej
o =C®d (72)

gdzie C°P jest sprezysto-plastycznym tensorem
konstytutywnym, d jest symetryczna czedcia gra-
dientu predkosci deformacji L

av
%

a o przedstawia obiektywna pochodna tensora
naprezenia Cauchy’ego, czesto jest to pochodna
Jaumanna-Zaremby ¢ (o = ¢) lub Truesdella
ér (0= 6r)

d=%(L+LT), T (73)

Or=0-Wo+0ow (74)
6r=6-Lo—o LT+ otr(L) (75)

gdzie ¢ jest pochodna materialng naprezenia
Cauchy’ego, a w jest anty-symetryczna czescia
gradientu predkosci deformacji L

= é (L = LT) (76)

Uaktualnianie naprezern wymaga calkowania w
punkcie materialnym

n+1 n tasa -
o' =0 -E—/ odt (77)
in

przy czym nalezy uwzglednié¢ definicje odpowied-
niej pochodnej obiektywnej, np. (74) lub (75),
oraz rézniczkowe réwnanie konstytutywne (72).
Znajac naprezenie Cauchy’ego o, mozna wyz-
naczy¢ dewiator naprezenia s na podstawie row-
nania (4).

Przedstawiona procedura jest znacznie bardzie]
skomplikowana niz wyznaczanie naprezenn dla
plynu lepkiego na podstawie réwnania (13),
dlatego kiedy tylko mozliwe stosowanie mod-
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elu materialu sztywno-plastycznego lub lepko-
plastycznego jest znacznie wygodniejsze.

Alternatywnym sformulowaniem modelu ciala
sprezysto-plastycznego pozwalajacym uniknac¢
catkowania naprezen jest sformutowanie zaklada-
jace tzw. hiper-sprezysto§¢ materiatu. Zaloze-
niem wyjéciowym w modelu hiper-sprezystym jest
istnienie potencjatu 1 takiego, ze

oy

S= SE° (78)
gdzie S i E® sa sprzezonymi miarami naprezenia
i sprezystej czesci odksztalcenia, np. drugi tensor
naprezenia Pioli-Kirchhoffa i tensor odksztalcenia
Greena-Lagrange’a. Znajac drugi tensor napreze-
nia Pioli-Kirchhoffa S mozna wyznaczy¢ tensor
naprezenia Cauchy’ego o

1
o= —FSFT (79)
J
gdzie
I=2 (80)
P
Model materialu sprezysto-plastycznego

stosowany w programie numerycznym Stam-
pack, w ktorym implementowano algorytm
eliminacji blokady objetosciowej, oparty jest
na zalozeniu hiper-sprezystosci (Garcia Garino
i Oliver 1992a: 1992b, Garcia Garino 1993).
W modelu tym w opisie duzych odksztalcen
sprezysto-plastycznych zaktada sie multiplikaty-
wny rozklad tensora gradientu deformacji F na
czesé sprezysta Fe i plastyczng FP

F = F°FP (81)

ktéry wprowadza beznaprezeniowa konfiguracje
poérednia. W sformulowaniu ogélnym (zob. Do-
datek) wszystkie zwiazki konstytutywne definiuje
sie w konfiguracji posredniej, a nastepnie transfor-
muje sie je do konfiguracji odksztalconej lub ory-
ginalnej. Na podstawie rozkladu wyrazonego row-
naniem (81) przez odpowiednia definicje tensorow
odksztalcenia w konfiguracji posredniej (zobacz
Dodatek) otrzymuje sie w konfiguracji odksztal-
conej addytywna zalezno$é

e=¢e®+eP (82)

wigzacy calkowity, sprezysty i plastyczny tensor
Almansiego e, €® i eP, ktore s3 zdefiniowane w
nastepujacy sposéb:

- %(I _ Fe—T Fe—l) ,
eP %(Fe—T Fe—l _ F_T F—l) ,
e = JI-FTF) (83)

Poprzez zastosowanie pochodnej Lie do réw-
nania (82) otrzymuje sie addytywny - rozklad
symetrycznej czesci tensora gradientu predkosci
deformacji

d=d°®+dP (84)

Ogoélne sformutowanie modelu jest zamieszc-
zone w Dodatku. W zastosowaniu do metali
opisywany model mozna uprosci¢ poprzez zaloze-
nie, ze odksztalcenia sprezyste sa male. Dzigki
temu mozna przyjaé prosta funkcje energii swo-
bodnej

¥ = %) + ¥P(e°) (85)
¥ = Atr(e®)? + p(e®:ed) (86)

gdzie ¢ i ¢P sa czeSciami sprezysta i plasty-
czng energii swobodnej, e jest efektywnym od-
ksztalceniem plastycznym, A i p sa statymi Lameé.
Przy tej postaci potencjalu sprezystego tensor
naprezenn Kirchhoffa 7 otrzymuje si¢ z nastgpu-
jace] zaleznosci
e
= &gi‘z ) = A tr(e®) + 2u e° (87)
Kolejnym uproszczeniem mozliwym dzigki zatoze-
niu, ze $cigliwosé jest niewielka, jest przyjecie, ze
tensor naprezeni Cauchy’ego o jest w przyblizeniu
réowny tensorowi naprezen Kirchhoffa 7

ox~T1=Xtr(e?) + 2ue’ (88)

W uproszczonym modelu zaklada si¢ stowarzys-
zone prawo plastycznego plyniecia

& =5 (9

z warunkiem plastycznego plyniecia Hubera-
Misesa.
f=132s:s-oy(®)=0 (90)

gdzie s jest dewiatorem tensora naprezen

Cauchy’ego. Uwzglednione jest izotropowe wz-
mocnienie w postaci

oy (€?) = oyo + HEP (91)
lub

oy(e?) = K(a+&P)" (92)
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gdzie H, K, a i n sa stalymi okredlajacymi krzywe
umocnienia metalu. Implementowany jest réwniez
model z dowolna krzywa umocnienia zdefiniowang
poprzez zbior punktow.

Poprawno$¢ przedstawionego powyzej mod-
elu konstytutywnego zostala zweryfikowana na
licznych przykladach przerobki plastycznej na
zimno (Garcia Garino i Oliver 1992a; 1992b,
Garcia Garino 1993). Wraz z algorytmem
predkosci czastkowe] w zostal on wykorzystany
w przyktadach numerycznych zamieszczonych w
nastepnym rozdziale.

7. PRZYKEADY NUMERYCZNE

7.1. Uderzenie preta cylindrycznego
w sztywng plaszczyzne

Jest to czesto uzywany przyklad testowy
dla weryfikacji programéw do symulacji ob-
cigzen dynamicznych, doskonale sprawdza-
jacy poprawno$¢ modelowania odksztalcenia
sprezysto-plastycznego  materialu  (Hallquist
1986).

Miedziany pret cylindryczny o promieniu 3.2
mm i dlugoéci 32.4 mm poruszajacy sie z pred-
koscig 227 m$ uderza w sztywng plaszczyzne
(rys. 1). Wlasnosci materialu sa nastepujace:
modutl Younga, E = 117 GPa; wspélczynnik Pois-
sona, v = (.35; granica plastycznosci, o, = 0.4
GPa; modul wzmocnienia izotropowego, H = 0.1
GPa. Analizowano okres 80 wus od chwili ud-
erzenia, w ktérym to czasie osiagniety zostaje
stan quasi-statycznej rownowagi. Przy modelowa-
niu odzialywania preta i sztywnej $ciany zalozono
kontakt bez mozliwoéci oderwania.

Koncowe ksztalty preta po 80 us osiagniete
w dwuwymiarowej analizie osiowo-symetrycznej
przy zastosowaniu réznych sformulowan MES
pokazane s3 na Tys. 2. Standardowe
sformutowanie przemieszczeniowe dla elemen-
tow czworokatnych i tréjkatnych daje btedne
rozwigzanie powodu wystepujacej blokady obje-
tosciowej (rys. 2a i b). Zastosowanie sformulowa-
nia mieszanego z elementami czworokatnymi
Q1/P0 z biliniowa interpolacja przemieszczen i
ciénieniem stalym w elemencie daje poprawne
rozwigzanie problemu i ksztalt koricowy pokazany
na rys. 2c. Wlasciwie identyczny ksztalt nie
wykazujacy blokady objetosciowej pokazany jest
na rys. 2d i e dla rozwigzan uzyskanych przy zas-
tosowaniu rozwinietej metody stabilizacyjnej oraz
elementéw czworokatnych z biliniows interpolacja

przemieszczen i ciénienia i elementéw tréjkatnych
z liniowa interpolacja przemieszczen i ci$nienia.

3.2mm

Vo= 0.227 mm/us 324 mm

Rysunek 1. Uderzenie cylindrycznego preta w sztywnq plaszezy-
zne — definicja geometrii i warunkow brzegowych.

Roézne rozwiazania trojwymiarowe sa przed-
stawione na rys. 3, dwa z nich s3 rozwiagzaniami
poprawnymi (rys. 3a i c), a jedno (rys. 3b) jest
bledne z powodu blokady objetoéciowe].

Rozwiazania przedstawione na rys. 2d,e oraz
3c demonstruja skuteczno$¢ metody CBS w elim-
inacji blokady objetosciowej. Poprawno$¢ metody
mozna stwierdzi¢ poprzez ilosciowe poréwnania
przedstawione w tabeli 1. Wyniki uzyskane przy
zastosowaniu metody CBS s3 zgodne z wynikami
uzyskanymi za pomocg elementéw nie wykazuja-
cych blokady objetosciowej w standardowym sfor-
mulowaniu mieszanym.

Zgodnoé¢ otrzymanych wynikéw przy zas-
tosowaniu dyskretyzacji liniowymi tréjkatami 1
czworo$cianami oraz przedstawionej metody sta-
bilizacyjnej z wynikami otrzymanymi przy za-
stosowaniu dyskretyzacji czworokatami Q1/P0
zachodzi réwniez dla rozkladéw ci$nienia hy-
drostatycznego (rys. 4) i efektywnego odksztalce-
nia plastycznego (rys. 5).

i
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Rysunek 2. Rézne rozwigzania osiowosymetryczne przykladu uderzenia preta w sztywnyq przeszkode przy zalozonym kontakcie bez odry-
wania: a) biliniowe czworokqty — sformufowanie przemieszczeniowe, b) liniowe trojkaty — sformufowanie przemieszczeniowe, ¢) biliniowe
czworokqty Q1/P0 — standardowe sformulowanie mieszane, d) biliniowe czworokqty Q1/P1 — metoda CBS, e) liniowe tréjkaty T1/PI —
metoda CBS.
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Rysunek 3. Rozne rozwiqzania trojwymiarowe przykladu uderzenia preta w sztywnyq przeszkode przy zalozonym kontakcie bez odrywania:
a) trzyliniowe szesciany Q1/P0 — standardowe sformufowanie mieszane, b) liniowe czworosciany QI/Pl — standardowe sformultowanie
mieszane, c) liniowe czworosciany Q1/P1 — metoda CBS.

odlegtos¢ miedzy plytami na koniec procesu

100 mm. Wlasnodci materialu  sg

7.2. Zgniatanie walca

Przyklad ten ma na celu zweryfikowanie
rozwinietej metody w zastosowaniu do prostego
procesu przeroébki plastycznej na zimno. Walec
stalowy o dlugosci 100 mm oraz promieniu 100
mm jest zgniatany miedzy dwiema plaskimi
plytami réwnolegtymi do jego osi (rys. 6),

wynosi
nastepujace: modut Younga E = 2.17 - 10°
MPa, wspélczynnik Poissona v = 0.3, gestosc
783 kg/m®, poczatkowa granica plastycznosci
oyp = 170 MPa, modul wzmocnienia H = 30
MPa. Tarcie na powierzchniach kontaktu mate-
rialu z plytami okreslone jest wspoélczynnikiem
tarcia Coulomba g = 0.2. Pominieto efekty ter-

.
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Tablica 1. Poréwnanie wynikow dla réznych sformulowan.

Typ elementu Sformutowanie Promien koncowy Dhugos¢ koncowa
8-wezt. szescian Stand. mieszane Ll 21,48
4-wezth. czworokat Stand. mieszane 7,10 21,47
4-wezt. czworokat Met. CBS 7,10 21,47
4-wezl. czworoscian : Met. CBS 7,20 21,94
3-wezl. trojkat Met. CBS 7,07 21,47

— 2,74e+08
| 1,9506e+08

) 2,2625e+08

| 1,1613¢+08 1,7714e+08 :'::;:‘E:g:
T iRRGEDT 1,2804¢+08 S e
-4,175e+07 7,8928e+07 \oYe
A75e 2,6995e+07
-1,2069¢+08 2,852e+07 1,291e+07
-1,9287¢+07
-1,99620+08 ! = SRl
-6,8395¢+07 -8,272e+07
-2,7856e+08 44750408 -1,3263e+08
-3,575e+08 r— 1,7253e+08
a) b) ' c)

Rysunek 4. Rozktad cisnienia dla roznych rozwigzan: a) biliniowe czworokqty Q1/P0 - standardowe sformutowanie mieszane, b) liniowe
trdjkaty — metoda CBS, ¢) liniowe czworosciany Q1/P1 — metoda CBS.

g 3,129 3.42

E 2,7378 29925 3,2306
= | 23485 2,565 2,8268
E | 1,9553 54 2,423
g 41,5641 171 2,0191
9 I ’ 1,6153
o 1,1728 1,2825 1,2115
% 0,78159 0,855 0,80765
Q 0,39035 0,4275 0,40383
E 0,0 0 0

% a) b) c)

<

E -
% Rysunek 5. Rozldad efektywnego odksztatcenia plastyeznego dla réznych rozwiqzan: a) biliniowe czworokqty Q1/P0 — standardowe sformu-
'-Z'- lowanie mieszane, b) liniowe tréjkaty — metoda CBS, ¢) liniowe czworosciany Q1/P1 — metoda CBS.
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Rysunek 6. Zgniatanie walca — definicja geometrii.

miczne. Analize termo-mechaniczna podobnego
problemu przeprowadzono w (Rojek 2000), osiag-
nieta maksymalna temperatura jest stosunkowo
niska (okoto 70°C), a wiec mozliwe jest zalozenie
w tym zagadnieniu wlasnosci mechanicznych
niezaleznych od temperatury.

W modelowaniu wykorzystano symetrie i roz-
patrywano éwiartke walca. Analize przeprowad-
zono stosujac dyskretyzacje czworosciennymi ele-
mentami liniowymi wraz z algorytmem CBS oraz
dyskretyzacje tréjliniowymi elementami szescien-
nymi Q1/P0 opartymi na standardowym sfor-
mulowaniu mieszanym. Poczatkowe siatki ele-
ment6w skonczonych sa przedstawione na rys. 7a
ib.

Wyniki analizy w postaci odksztalconych siatek
z rtozkladem efektywnego odksztalcenia plasty-
cznego przedstawiono na rys. 8 dla siatki
heksaedrycznej oraz na rys. 9 dla siatki
tetraedrycznej.  Wyniki uzyskane za pomocag
obydwu siatek i dwu roznych sformulowan sa
podobne. Otrzymane wyniki poréwnano z
wynikami uzyskanymi za pomoca niejawnego pro-
gramu MES Abaqus Implicit (ABAQUS - Ex-
ample manual, 1996) zamieszczonymi na rys.
10. Widaé¢ zgodnosé ksztattu, jak réwniez zgod-
noséé¢ rozktadu - odksztalcenn plastycznych, wys-
tepuje pewna rozbieznos¢é w poziomie efekty-
wnych odksztalcen plastycznych — analiza nie-
jawna Abaqusem daje maksymalne odksztalce-
nia plastyczne 1.64, za$§ analiza dynamiczna
jawna za pomoca programu Stampack przewiduje
1.45 dla siatki heksaedrycznej i 1.32 dla siatki
tetraedrycznej. Rozbiezno$¢ ta moze wynikac¢
z réznicy modeli konstytutywnych implemen-
towanych w programie Abaqus i Stampack.

.
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Rysunek 7. Zgniatanie walca — model MES: a) siatka heksaedrycz-
na, b) siatka tetraedryczna.
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0

Rysunek 8. Zgniatanie walca — odksztalcona siatka z rozkiadem
efektywnego odksztalcenia plastycznego (rozwiqzanie jawne pro-
gramem Stampack, sformufowanie mieszane MES, siatka heksa-
edryczna).

— 13135
11493
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Rysunek 9. Zgniatanie walca — odksztalcona siatka z rozkiadem
efektywnego odksztalcenia plastycznego (rozwiqzanie jawne pro-
gramem Stampack, smetoda CBS, siatka tetraedryczna).
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Rysunek 10. Zgniatanie walca — odkszalcona siatka z rozikladem
efektywnego odksztalcenia plastycznego (rozwiqzanie niejawne
programem Abagqus/Implicit).
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Rysunek 11. Wyciskanie przeciwbiezne: a) definicja geometrii, b)
poczatkowa siatka czworokqtow, ¢) poczqtkowa siatka tréjkatéw..

7.3. Wyciskanie przeciwbiezne cylindra

W przykladzie tym zastosowano metode CBS w
polaczeniu z algorytmem zmiany siatki. Przed-
miotem analizy jest proces wyciskania na zimno
naczynia cylindrycznego o érednicy zewnetrznej
30 mm i grubosci écianki 5 mm (rys. 11). Mate-

riatem wyjsciowym jest walec o dlugoéci 30 mm
1 érednicy 30 mm. Stempel o $rednicy 20 mm
ma zadany skok 28 mm. Wtlasnoéci materiatu
s3 nastepujace: modut Younga E = 3.24 - 10°
MPa, wspoéiczynnik Poissona v = 0.3, gestosc
p = 8120 kg/m® , poczatkowa granica plasty-
cznodcl oyg = 300 MPa, modul wzmocnienia
H = 50 MPa. Tarcie okreslone jes wspélczyn-
nikiem tarcia Coulomba g = 0.1. W modelu pro-
cesu pominieto efekty cieplne.

Definicja  przykladu jest podobna do
przykiadu testowego komercyjnego programu
MARC/Autoforge (MARC/AutoForge User’s
Guide 1995). Aczkolwiek w (MARC/AutoForge
User’s Guide 1995) analizowano zagadnienie
sprzezone termo-mechaniczne, to wiasnosci
materialu zalozono niezalezne od temperatury,
umozliwia to poréwnanie wynikami naszej analizy
z wynikami uzyskanymi za pomoca uznanego
programu do symulacji proceséw przerobki plas-
tycznej, jakim jest program MARC/Autoforge.
(MARC/AutoForge User’s Guide 1995).

Osiowosymetryczng analize przeprowadzono
stosujac dyskretyzacje trojkatnymi elementami
liniowymi wraz z algorytmem CBS oraz dyskre-
tyzacje biliniowymi elementami czworokatnymi
Q1/P0 opartymi na standardowym sformulowa-
niu mieszanym. Poczatkowe siatki elementow
skoriczonych sg przedstawione na rys. 11b i c.

Uzyskane wyniki dla siatki tréjkatnej w postaci
odksztalconej konfiguracji z rozkladem efekty-
wnego odksztalcenia plastycznego na réznych eta-
pach formowania przedstawiono na rys. 12. W
podobny sposéb przedstawiono na rys. 13 wyniki
analizy z zastosowaniem siatki czworokatow.

Uzyskane w obliczeniach programem Stam-
pack najwieksze wartosci efektywnego odksz-
talcenia plastycznego, 4,43 dla siatki tréjkat-
nej i 4,36 dla siatki czworokatnej, doskonale
zgadzaja si¢ z wartoscia 4,46 przewidywang przez
program MARC/AutoForge (MARC/AutoForge
User’s Guide 1995). Uzyskane rozklady efek-
tywnego odksztalcenia plastycznego (rys. 12
i 13) sa zgodne z rozkladem otrzymanym z
programu MARC/AutoForge (MARC/AutoForge
User’s Guide 1995) jak rowniez odpowiadajg
znanemu rozkladowi umocnienia materiatu naczy-
nia wyciskanego przeciwbieznie (Erbel i in. 1981).
Rozktad odksztalcenia plastycznego wskazuje na
zwiekszajace sie umocnienie materiatu wzdluz
wysokosci w kierunku od obrzeza do dna osiaga-
jac maksimum w poblizu przejécia écianki w dno.
W kierunku normalnym do bocznej §cianki naczy-
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nia wystepujg znaczne roéznice umocnienia — ma-
terial lezacy w poblizu powierzchni wewnetrznej

jest bardziej umocniony.

20758
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1.6568
1.2974
1.0379
077842
051895
0.25947
0

Rysunek 12. Wyciskanie przeciwbiezne — ewolucja ksztaltu z rozkladem efeknnwnego odksztalcenia plastycznego (siatka trojkqtna, metoda

CBS).
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Rysunek 13. Wyciskanie przeciwbieine — ewolucja ksztaitu z rozkladem efektywnego odksztalcenia plastycznego (siatka czworokqtna, sfor-

mutowanie mieszane).

WNIOSKI KONCOWE

Wyniki symulacji numerycznych potwierdzaja
poprawnos$¢ opracowanych sformulowan teore-
tycznych, rozwinieta metoda stabilizacji zwana
metodag CBS (albo metodg predkosci czastkowej)
skutecznie eliminuje blokade objetosciowa w
przypadkach gdy zawodzi standardowe sfor-
mulowanie mieszane, dzieki czemu mozliwe jest
zastosowanie siatek trojkatnych i czworoécien-
nych. Przedstawiona metoda w potaczeniu
z modelem materialu opisujacym duze odksz-
talcenia sprezysto-plastyczne metali zostala z
powodzeniem zastosowana do symulacji prostych
przykladéw testowych przerébki plastycznej na

zimno. Uzyskano dobre wyniki, co pozwala
stwierdzi¢, ze opracowany program numeryczny
jest dobrym i efektywnym narzedziem do tego
typu zastosowarl.

W rozpatrywanym modelu dla uproszczenia po-
minieto efekty termiczne. Rozszerzenie przed-
stawionego sformutowania na zagadnienia termo-
mechaniczne przedstawiono w (Rojek 2000, Rojek
iin. 2000).
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DODATEK

Hipersprezysty model materialu sprezysto-
plastycznego

Niniejszy dodatek przedstawia bardziej
szczegblowo  model — materialu  sprezysto-
plastycznego stosowany w programie nu-

merycznym Stampack, w ktérym implemen-
towano prezentowane w niniejszym artykule
algorytmy. Model jest oparty na sformulowaniu
rozwinietym w pracy (Garcia Garino 1993). W
opisie duzych odksztalcen sprezysto-plastycznych
zaklada sie multiplikatywny rozklad tensora
gradientu deformacji F na cze$¢ sprezysta F° i
plastyczng FP
gx OxdX &
F=ox ~oxox
gdzie X jest wektorem polozenia punktu w kon-
figuracji posredniej. W konfiguracji poéredniej
definiuje sie odpowiednie tensory odksztalcenia,
E¢, EPi E

FP (D.1)

Ee LETF-1),
EF = J(I-FP TP,
E = {(FTre—pFrTFrl (D.2)

spelniajace addytywna zaleznosé

E=E°+EP (D.3)
Stosujac do tensorow E¢, EP i E operacje pull-
back z konfiguracji posredniej na konfiguracje ory-
ginalng otrzymuje sie odpowiednio sprezysty, plas-
tyczny i calkowity tensory Greena-Lagrange’a

E° = YJFTF-FTFP),
EF = J(FPTFP-1I),
E = J(FTF-I (D.4)



spetniajace zaleznosé
E = E°® + EP (D.5)

Z kolei operacja push-forward na konﬁguraqe od-
ksztalcong zastosowana do tensoréw E¢, EP i E
daje odpowiednio sprezysty, plastyczny i catkow-
ity tensory Almansiego

¥ = %(I T Fe—l) :
eP = %(Fe—T Fe-l - p-T F-1y,
e = JI-FTF (D.6)
rowniez zwigzane addytywng zaleznoscig
e=e®+¢€f (D7)
Zwiazki addytywne zachodza réwniez dla

odpowiednich tensoréw predkosci odksztalce-
nia w konfiguracji oryginalnej, posredniej i

odksztalconej:
E = E°®+EP,
D = B*}+DP,
d = d®*+dP (D.8)

Tensory prqdkosa odksztalcenia w konfiguracji
oryginalnej E, E¢, EP uzyskuje sie jako pochodne
materialne tensorow Greena-Lagrange’a E, E®,
EP. W konfiguracji posredniej i odksztatconej ten-
sory D, D® i DP oraz d, d® i dP uzyskuje sie
poprzez zastosowanie pochodnej Lie do tensoréw
odksztalcenia E, E¢ i EP oraz e, e° i eP:

D L,(E),
D* = B(E,
D = L,(EP) (D.9)
d = Ly(e),
d® = L,(e®),
dP = L,(e?) (D.10)

Podstawowe zaleznosci konstytutywne réwniez
formutuje sie w konfiguracji posredniej (Garcia

. Garino i Oliver 1992a, Garcia Garino 1993). Pos-

tuluje sie istnienie funkcji energii swobodnej ¥
¥ = U¢(E®) + UP(Q) (D.11)

gdzie U® i WP sy czeSciami sprezysta i plasty-
czna energii swobodnej, a Q zbi6ér odpowiednich
parametréw wewnetrznych. Wprowadza sie po-
tencjal plastycznego plynigcia G(S(E®),Q) oraz
warunek plastycznosci F(S(E€),Q). Na pod-
stawie nieréwnosci Clausiusa-Duhema

S:D-¥>0 (D.12)

mozna otrzymac¢ wyrazenie na naprezenia analog-
iczne do réwnania (78)

OV (E®)
OEe
W ogélnym przypadku postuluje sie niestowarzys-

zone prawo ptyniecia w postaci

oG
as
Model uzupelniony jest poprzez warunki obcig-
zenia-odcigzenia oraz prawo ewolucji parametrow
wewnetrznych.

Wszystkie zalezno$ci konstytutywne mozna
przetransformowac¢ do konfiguracji oryginalnej lub
odksztalconej (Garcia Garino 1993). W sfor-
mutowaniu implementowanym w programie Stam-
pack wykorzystuje sie zaleznosci w konfiguracji
odksztalconej. Po wyrazeniu funkcji sprezystej
energii swobodnej w zaleznosci od sprezystego
tensora Almansiego

Te(E°) = y*(e", F°)

S =

(D.13)

DP = 4y— (D.14)

(D.15)
otrzymuje sie wyrazenie na tensor naprezenia
Kirchhoffa
_ OY(ef, Fe)
N Oe®

ktory jest zwiazany z tensorem Almansiego o za-
leznoscia

(D.16)

r=Jo (D.17)
gdzie
T 20 (D.18)
P

Do konfiguracji odksztalconej mozna przetrans-
formowac potencjal plastyczny G i funkcje plas-
tycznego plyniecia F'

G(S,Q) = g(r,q,F*)
F8,Q) = f(r,q,F%)

gdzie q odpowiednie zmienne wewnetrzne. Prawo
plastycznego plyniecia w konfiguracji odksztal-
conej ma nastepujaca postaé

dg
or

Kompletny opis modelu konstytutywnego jest za-
warty w (Garcia Garino 1993), za$ obszerne
omoéwienie jest zamieszczone w (Garcia Garino i
Oliver 1992a; 1992b).

(D.19)

(D.20)

dP = 4= (D.21)
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