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STATIONARY DISTRIBUTION OF HEAT IN THE
NON-HOMOGENEOUS MEDIUM

Abstract

The present paper supplements and continues Authorsy» earlier work on steady state analysis of heat
flow in a non-homogeneous medium. A short survey of theory of mixed boundary-value problem for the
stationary Fourier equation in a non-homogeneous medium in any Lipschitz domain £ C R (n = 2) is
presented. For n = 2 and n = 3 finite-element method of solving of this problem is developed.

1. STACJONARNY ROZKEAD CIEPEA
W OSRODKU NIEJEDNORODNYM —
HEUREZA PROWADZACA DO
DEFINICJI WARIACYJNEGO

ROZWIAZANIA

Niech N 3 n > 2, R® D Q - zbiér otwarty
i ograniczony. i,...,Qs € top {1 s3 parami
rozlaczne oraz m (Q \ U321 8 ) =0, gdzie m mi-
ara Lebesque’a w R™.

Niech

o : B(6Q1) — R+ - element powierzchniowy,

n: 00 — R™ - normalna zewnetrzna wzgledem
Q,

n; : 9Q; — R - normalna wewngtrzna wzgle-
dem €,

ort € B(99Q).

Oznaczmy
A1 == (9Q) \ (0192),

a[HQj = (891) n (amﬂ),

0rQ; == (0925) N (0192).

Dane:
Cly---,Cs ER,
b:0/0 — R,

a,B: 0l — R

Interpretacja fizyczna:
Q) - niejednorodny obszar np. tlok silnika spali-
nowego,
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(€2;) - niejednorodne sktadowe,

(cj) - stale materiatowe,

b - temperatura na brzegu 0y§2,

a,B - wspolczynniki przenikalnosci cieplnej
przez brzeg Orr§2.

Poszukujemy stacjonarnego rozkiadu temper-
atury T : @ — R jako rozwigzania zagadnienia
brzegowego:

AlT) =35 cifadm, =0 w Q
T=0b na O
g—z-f-aT:ﬁ na 982,
' (1)
gdzie
Mj = Q M an,

o, () := fMj pdo; dla ¢ € D(Q),
o, - element powierzchniowy na 0§1;,

(5%5%) (¢) == dm; (33?];90) dla ¢ € D(Q2).
Powyzsze sformulowanie zagadnienia zostalo
zainspirowane pracg (Bobula, 1990).

Heureza
Z powfyz'szego rownania ciepla wynika, ze
funkcja T jest harmoniczna na kazdym ze zbioréw
Q;. Zauwazmy, ze

3Qj = M; U (Bjﬂj) U (6‘1”Qj)
jest suma rozlaczna.

Rozwazmy funkcje ¢ : § — R klasy C? znika-
jaca na (0;)ULJ; M;. Wtedy uwzgledniajac fakt,
ze:

3Qj = M;U (3}Qj) U (BIJIQJ')
jest sumga rozlaczna, oraz to, ze ¢ znika na M; U
0r§1; mamy:

= _ 8 T
0 = ;/;J(AT)ﬁpdmﬁgng(ax1ax2)<pdm_
- S5 (- [, o e [ 2L 2am)

] 1 Q; BI:' 32’,’1'

aTr
{1 F o)-
- ‘E/a Q; 31'1 r,odar_.,. Z/ (VT)(Vy)dm =
Trrl ]

- Zj:/amnj(;s_aa")pda—;/ﬂj(vm(w)dm

Whiosek 1 Dia kazidej funkcji ¢ : Q — R klasy
C*' znikajgcej na zbiorze (9;Q) U U; M; zachodzi
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(VT)(Vy)dm =
>k

zj: /8”19, (B - aT)pdo.
(2)

Niech z kolei % :  — R bedzie funkcja klasy
C?! znikajaca na 8Q. Wtedy istnieje ciag () €

DN, taki ze ¥, — P w HYQ).
Uwzgledniajac fakt, ze ze dla wszystkich j €
., 8} funkcja w,, znika na (0§);) \ M; oraz

A (T[QJ.) = 0 otrzymujemy:

o
1l

(A[T] - Z ¢ %JMJ) () =

Z (az, g[::]) (W) = Z f = OT s =

_Z [aa:z] (?iv) Z fm n}wudoj

_Zi: jn si ?ﬁ:dm - ; & -[an, n; (¥ VT) doj =
_L(VT) (Vipy) dm — E}: ¢ (_/n,- div (¥, VT) dm) .
_]UJD; (VT)(un)dm+Zj:cj jﬂj(vr)(v%)dm =
_;Lj(VT)(ku)dm+§j:cj /n, (VT) (V) dm =

Y (-1+¢)) ];_(VT) (Vi) dm.

j

Przechodzac do granicy w tozsamosci
Y- cj)fQ (VT) (Vi) dm=0  (3)
j 5

przy v — oo, otrzymujemy:

35 (1= &) o, (VT) (Vi) dm = 0.

Whiosek 2 Dla kazdej funkcji ¢ : @ — R klasy
C! znikajgcej na 0 zachodzi tozsamosé:

S (1-¢) /Q (VT) (V) dm=0.  (4)

ki 7

Niech teraz ¢ : @ — R klasy C! znika przy
U; M;j N 0Q oraz na 0. Zatem istnieje O €
top R", takie ze [J;M; N9 C O, ¢ = 0 na
O N Q. Funkcja ¢ jest ciaglta w §2, wiec ¢ = 0 na
O NQ. Zbiory zwarte

e\, UM

J

sa rozlaczne, wiec ich dopelnienia stanowig
pokrycie otwarte calej przestrzeni R™. \%
szczegolnodci



2cE\o)u(\ UMJ)

zatem na mocy twierdzenia o skonczonym
rozkladzie jednosci, istnieja funkcje A, Arjrr €
D (R™), takie ze

supp A7 € \((82)\ ©), supp Ay €\ |JM;

J
oraz A\;+Ar; = 1 wotoczeniu . W szczegdlnosci
Ar=0 na (8Q)\O

)\IH =0 na UMj.
J

Zatem ¢ = @1 + @11, gdzie

@r:=¢@-A; — znika na 0f),

wrrr =@ -Ar;; — znikana (9r2) U UMj.
J
Dlatego
zjju ‘°j’/n,.(m (V1) dm =0,

(8 —aT)prr1do.
111525

;/n,.(w) (wm)dngja

Po dodaniu tych réwnan stronami, z uwzglednie-
niem, ze @y znika na kazdym 0y;;€);, otrzymu-
jemy:

; / ()T - g:, / ) (o) =

= Z/ (B — aT)pdo.
§ YOy
(5)
Natomiast bioragc pod uwage, ze 02; = M; U

(01€2) U (Or11925) jest suma roztaczng, oraz wrys
znika na M; U 0;); mamy:

/ (VT) (Vgr1r) dm = f div (VT dra =
Q; 2

oT
= —f njL,OUIVTde = / B—LPIHdUJ
90 Orrifd; n;

oT
=/ a—tpurdd =/ (B—aT)do.
aj_{fgj n BHIQJ‘

Z dowolnoéci j:

Zch (VT) (V) dm = chfa

(B—aT)pdo.

(6)

111§

Odejmujac to rownanie od réwnania (5), dosta-
jemy:

(1—¢;) [ (VT)(Ve)dm =
o,
-Ya-«
J J/

Orrrfl;

To samo rozumowanie mozna powtoérzy¢ w ogél-
niejszym przypadku, gdy ¢ € H*(Q), 3,0 = 0,
¢ znika przy [J; M; N Q.

Rozwazmy funkcje ¢ € H}(Q)NL®(Q) taka, ze
@la;0 = 0. Zbiér (J; M; N OSY zawiera sig w skon-
czonej sumie zwartych podrozmaitosci kowymiaru
2, zatem istnieje cigg funkcji v, : R™ — [0,1]
klasy C* (v =1,2,...) takich, ze

a) Yy : @ = 1y znika przy (J; M; N 9%y

b) ¢, — ¢ stabo w H}(Q) przy v — .

Kazda z funkcji ¢, spelnia tozsamos¢ (7), wiec
spelnia ja takze .

(8 — aT)pdo. (7)

Whiosek 3 Jesli ¢ € HY(Q) N L*®(Q) oraz
@la;0 =0, to @ spetnia tozsamosé (7).

Niech w koricu ¢ € H'(2), ¢j9,0 = 0. Wtedy dla
NeN:

oy = max{-N,min{N,¢}} € HYQ) N
L>(Q), (¢n)jso = 0, zatem ¢y speinia (7).
Poniewaz Lpl\} — o w HY(Q), takze ¢ spelnia (7).
Whriosek 4 Jesli ¢ € HY(Q) oraz pjg,0 = 0, to
p spelnia tozsamosé (7).

Koniec heurezy

2. SCISLE SFORMULOWANIE
ZAGADNIENIA

Niech N 3 n > 2, R"™ D { - obszar ograni-
czony z brzegiem lipschitzowskim. Zakladamy, ze
podzbiory 1, ..., € top{ s3 parami roztaczne

oraz .
m(2\ U Q;) =0
j=1
gdzie m miara Lebesque’a w R™.
Zbior 0;Q € B(0S2) oraz
o (0r§?) > 0.

(Dopuszczamy przypadek s = 1 lub 0;Q = 9Q).
Oznaczmy:

o112 := (0Q) \ (0:9),
Oy = (0%4) N (0r1192) ,
Vi={pe H(Q):
Zaktadamy, ze

pla0=0}.
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o

Vi#k o((Orrry) N (0rrrfk)) = 0.
Dane sa: ¢1,...,¢s € R\ {1};
b - restrykcja do 9;Q pewnej funkcji z H*(£);
e { L™ (8111%Y) ,gdy n>2,
L1 (971,9) dla pewnegoe >0 ,gdy n=2,
przy czym a € LP (911/Q) & fa”fQ le|P do < o0

ﬁe L?—% (8[119} !gdy n>21
LY*€ (977190 dla pewnegoe >0 ,gdy n=2.
Definicja 1 Funkcja T € HY(Q) jest

rozwigzaniem zagadnienia (1) wtedy ¢ tylko
wtedy, gdy
1° Tig;0 = b;
2°VpeV:
S
> (=) [ (VI)(Ve)im=
i=1 Q.‘f
S
=Y. 0-¢) [ (B-aTpis,  ©®
4=1 OrrrfY;
przy czym przyjmujemy [; = 0.
Przyktad 1 @ := {z€R?:|z|<1}. Duie
srownolegle” spirale (np. o rdwnaniach p1(9) =
f’_;_—l- i p2(¥) = 3%, 9 € [0,00[ we wspdirzed-

nych biegunowych) startujgce ze Srodka kola
Q0 @ rozwijajgce sie na okrgg O wyznaczajq

dwa spdjne zbiory 2,09 takie ze

m(Q\ (21 UQ)) =0, lecz

€ top Q,

80 C (891) N (89%)

Zatem o ((Orrr§h1) N (Orrfd2)) > 0, gdy tylko
a (BJHQ) > 0.

Uwaga 1 Rozwigzanie T zagadnienia (1) jest

funkcjg  harmoniczng w kazdym ze zbiordw
Q1,..., Q.
Jezelic) = ¢o = ... = ¢4, to T jest harmoniczna

w § oraz

— 64—

(B—aT)pdo.

(9)
Dowéd. Niech ¢ € D (2;). Funkcja @ := U0 €
D(Q) Cc V, zatem

YoeV: /Q(VT)(ch)dm =/

Or11Q

]«

(1=c) [ (VT)(VF)dm =

k=1
— - pdo.
> (1-a) fa,,,n,fﬁ oT)gdo

Prawa strona tej réwnosci znika, gdyz @ = 0 na
0f2. Jasne, ze

— _ [ Jo,(VT)(Vp)dm ,gdy k=j
/Qk(VT) (V"")dm_{ 0 Lgdy k#j.

Ostatecznie (1 — ¢;) fﬂj (VT)(Vp)dm =0, czyli
0= [ (7D(Tpam = - (& [T ])

A |Tig,] = 0. Z lematu
Weyla: Tjq; jest funkcjg harmoniczng.

Zbior 2\ UJ; (C Q\U; Qj) jest otwarty i
miary zero, wiec musi by¢ pusty. Innymi stowy
Q C Qj Q,;. W konsekwencji  C U; Q2 oraz
00 =Q\Q C U; 09Q;. Stad 9111 = U;_, 0111y
- suma roztaczna modulo 0 (wzgledem o).

Z dowolnosci ™

Zalozmy, ze ¢; = ... =c¢s (= c¢). Niech p € V.

W tej sytuacji

Z(l—cj)/

3 1119

~1-9% [ (8-aT)do =

4]

= (1~ c)/‘9 Q(ﬁ —aT)edo,

(B—aT)p =

S -g) [ (VI)(Tg)m =

J

7

=(1-c¢) (VT)(Vyp)dm =
s/

= {1:—g) /Q (VT)(Vig)dm.

Lacznie z tych wzoréw i rownosci (8) wynika, ze

/(VT)(V@)dm = f (6 — aT)pdo.
Q 11192



W szczegolnosei dla ¢ € D(Q): —(A[T]) ()
Jo(VT)(Vp)dm = 0.

Zatem A[T] = 0 i na mocy lematu Weyla T jest
harmoniczna w €. ol

Uwaga 2 Jedli u € Hl(Q), be HIQ), Eiarﬂ =,
wtedy nastepujgce warunki sg réwnowazne:

i) u + b jest rozwigzaniem zagadnienia (1);
ii) u € V oraz Vo € V:

3 (1-c5) ( [ (Fu)Tim + ja . auwdd) =

=1

=j=1(1~cj) (/amn,- (8- ab) ¢do - /QJ () (ch)dm)
(10)
Dowdd. Oznaczmy T := u + b. Niech p € V.

S (1-¢) fﬂ_(v:r)(vcp)dm +

J 7
- La-e) [, . (8- eTots =

- Z(l—cj)f(vu)(w)dm+

j %

+ Z(z—cj)L(vB)(v@)dm+

J

_ Z(l - ¢cj) (/{; Ql(ﬁ—aE)c,oda—l-

J

— / aupdo | =
Orrrédy

- S-¢) /ﬂ (Vu)(V)dm +

j i
+ (1—c5) auwpdo +
zj: ’ -/31”9;‘
+ (1-¢;) [ (Vb) (Ve)dm +
S,
- Z(l—c-) (B — ab) pdo =
j J jc;flfﬂj

= Z (1—"¢;) (/Q(Vu)(v(p)dm-f-

j

+ f aupdo | +
OrrrQY;

- Z(l—ucj) (./8 Ql(ﬁ—ag)godcr—k

J

- / (VB) (Vip)dm )
L c.k.d.

Twierdzenie 1 Jezeli o > 0 oraz
Vik: (I—Cj)(l—ck)>0,

to zagadnienie (1) posiada doktadnie jedno
rozwigzanie.

Dowod. Latwo zauwazyé, ze V' jest domknieta
podprzestrzenia liniowa przestrzeni H 1(Q), za$
@ — ||Vl 2 jest normg dopuszczalng w V. Dla
Y1, w2, v € V oznaczmy:

;ll — ¢4 (fn (V1) (Vo) dm+

+ f appado )
Orrrfd;

lelle = 1/ (©:9)a

Jasne, ze (-, - )q jest iloczynem skalarnym w V/,
norma || - ||, jest silniejsza od ||V (- )| 2, a $cisle]

Il

(1, 92)4

1
2
woev: lol,z (mn - )" 19l

P25

Pokazemy teraz, ze norma || - ||, jest stabsza od

V(- e
Zalozmy, ze n > 2. Wtedy o € L™ 1 (8;119),

2(n—1)
r: Wh2(Q) — L™=z (8R) restrykcja,
. P - S |
n—1 2{n—1) 2(n—1) ’
Dlatego V1,02 € V:

s[ || |g1 g2l do <
B 2

/ apipade
O111%

< ledlpn-s N1l 2tn-a ezl 2tn-1 <
£ (8111 L_h'l(an) L_(n_—!')‘(an)

< llellipn-1¢a,,,0) |71 -lellgiy - I r |- le2ll ey <

< lalgnogaypm 71+ 1311Vl 71| o] 190l

gdzie 1 jest inkluzja 1 : (V,||[V(-)|lz2) —
HY(Q)). W ten spos6b udowodnilismy, ze forma
dwuliniowa

ap1pdo € R
Or1rfY;

V23 (01,02) =

jest [[V( )],z - ciagta.

Podobnie rozumujemy w przypadku n = 2.
Niech g() = 1££. Wowczas ﬁ_;—i—m}a—}-ﬁ =1
Dalej

<

/ ap1pzdo
A1

HO‘HLHG(a”,n) k H’PIHqu(e)(am £ H‘PZHLQq(c)(aQ) <
llell i+ a0 -l a1 (a) - llezll g1y <

lell a+e gz, 0y - €2 12 2 IVl - V2l L2

IAIA IA
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gdzie ¢ oznacza norme operatora liniowego

HY(Q) ™ e () T 12006 (50),

przy czym 1 <7 <2, 5= = 2q(e).

Zatem dla wszelkich n > 2 normy | -|,,
IV(-)ll,2 sa rownowazne w V. Innymi stowy
iloczyn skalarny (-, - ), jest dopuszczalny w V.

Rozwazmy, dla w € H}(2), funkcjonal liniowy
S

fw‘-VE‘P—*ZH—CjI / (B — aw)pdo—

j=1 Brr18Y;

~f (Vw)(ch)dm).
Q;

¢
Funkcjonat &, jest ||V(-)|l;2 ciagly, poniewaz
V(- )|z ciagte sa funkcjonaly:
Vayp —+/ (Vw)(Vp)dm,
25
Vop — awpdo,
1115

Vap — Bedo.
By

Ciaglo$¢ ostatniego z tych funkcjonaléw wynika z
ponizszych oszacowan.

Dlan > 2:
pdo| < o oIl 2tn- <
J N B I P PR T TR
< MBllp-2 5,07 171l
Dlan = 2:
/ Bypdo| < ”ﬁHLH-e(a”,Q) H‘PHLq(z)(ag} =
A1y

< ||)@”L1+e(a,”g1) - ”‘inl-r(n) )

gdzie 1 < 5 < 2, 52 = q(g).
Istnienie. Istnieje b € H(Q), takie, ze BiaIQ =
b. Funkcjonal liniowy &; jest ciagly na przestrzeni

Hilberta (V,(-, -)q), wiec na mocy twierdzenia
Riesza
JueV VoeV : (u,p)e=Elp)

czyli
zj: 11— ¢l (/(;j(vn)(vcp)dm+ /amnj cxwpcia') =
= ZJ: 11— ¢l (/a”,nj (ﬁ ” aE) wdo — fnj (VB) (Vga)dm) .

Istnieje T € {—1,1} takie, ze |1 — ¢j| =7 (1 —¢j).
Po podzieleniu obu stron ostaniej réwnosci przez
T otrzymujemy:

2 a-a) (/ﬂ (V”)(V“’)dm*famgj
= E}: (1-c¢j) (-/8”192 (ﬁ - aI_J) wdo — fn (VB) (V(,a)dm) .

J

aunpda) =

Z Uwagi 2 wynika, ze u + b jest rozwiazaniem
zagadnienia (1).

Jednoznacznos$é. Niech T, 75 beda rozwiaza-
niami zagadnienia (1). Wybierzmy b € H'(9),
takie, ze l_)|3rg = b Z Uwagi 2 wynika, ze uy :=
Ti—beV (k=12 orazVp eV : (uk,9),
&lp). Stad Yo € V (w1 —uzp), =
Wstawiajac ¢ = u; —up dostajemy: |lur — uall,
0. W konsekwencji u; = up i co za tym idzie
T =15

<

c.k.d.

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA (1)

METODA GALERKINA
Twierdzenie 2 Niech b € H'(Q), bga =
b. Zaktadamy, ze « > 0 oraz Yjk

(1—¢j)(L—ck) > 0, (VN)y=, - aproksymacja
wewnetrzna przestrzeni Hilberta (V, (-, -)), gdzie
(0, ¥) = [o(Ve)(VY)dm. Wiedy

a) dla dowolnego N zagadnienie wariacyjne

V(,OGVN:

S (-¢) ( fn (Vuw) (Vp)dm-+

J:] k]

+ f auNde) =
1118

= ; (1—¢) (faI,IQj (5 = Otb) pdo-
— /g (Vb) (V(p)dm)

2
posiada doktadnie jedno rozwigzanie uy € Vn;
b) imy—co (uny +0) =T w HY(Q),
gdzie T jest jedynym rozwigzaniem zagadnienia

{1y

Dowdéd. W dowodzie Twierdzenia 1 stwierdzi-
lismy, ze (-, - )a jest dopuszczalnym iloczynem
skalarnym w przestrzeni Hilberta (V, (-, -)), za$
funkcjonal & jest ciagly na tej przestrzeni. Latwo
pokazaé, ze

VNeNTuy € VnVo e VN (un,9), = &le),

=l =



czyli

Si-ol (/Q (v“‘“’”v“")dm*/a,,,nj auwdo—) -
= ZJ: 11— ¢l (/amnj (ﬁ - aE) pdo — fn (VE) (th)dm) ,

J
Po obustronnym wydzieleniu przez 7 =
sgn (1 — ¢;) dostajemy, ze uy jest rozwigzaniem
zagadnienia wariacyjnego z czesci a) tezy. Ciag
(un) jest zbiezny w V do u € V, takiego ze

VoeV: (u,9)a=E&lw),

czyli

- cj Vi)d d =
%:[1 CJ(/QJ (Vu) (Vp)dm + a”!njawp cr)

= ; |1 - ¢l (-/a”,n_, (ﬁ - O:E) wdo — ]ﬂ,- (VE) (Vc,o)dm) .
7 Twierdzenia 2 wynika, ze T = u + b jest je-
dynym rozwigzaniem zagadnienia (1). Jasne, ze
uy +b—u+b=Tw H(Q).

aled.

4. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA (1)
METODA ELEMENTOW
SKONCZONYCH W PRZYPADKU
Q C R

Na wstepie wprowadzimy kilka poje¢ zwiazanych
z dyskretyzacja problemu (1).

Definicja 2 Triangulacjg plaszczyzny R? nazy-
wamy zbior trdjkgtéow
T == {A: A trdjkat, & C RP}, toki, Ze:

0) Uper &= R?,

b) Jesli N,y € T, oraz Dy #F Ag, to
m (A1 NA2) = 0, gdzie m miare Lebesque’a w
R2.

Definicja 3 Mdéwimy, Zze triangulacja T jest
d-reqularna, gdy T sklada sie z trdjkgtéw
réwnobocznych o boku .

Jeden ze sposobéw generowania triangulacji o-
regularnej zostal zaprezentowany w pracy (Holly
i Mosurski, 1997).

Niech vert(A) oznacza zbiér wierzchotkow
trojkata A e T.
Niech R? C Q - obszar ograniczony, Q,...,{Qs €

top{2, .
m(e\ %) =0,

j=1

gdzie m - miara Lebesque’a w R?. Zakladamy, ze
VAeT: barAgQn| o,
J

gdzie bar/A oznacza $rodek masy trojkata A. Oz-
naczmy

T(Q) = {AeT: barAecf},
T(R,) = {AeT: barA€Q;},
My = |} &

AET(Q)
(T = | a

AET(9)

Zakladamy, ze int Q(7) jest spojny. Wowczas,
poniewaz Q C | J; §2;, mamy

7)) = UT(Qj) - suma rozlaczna,
J

UT) = (Ju(T).
J

Niech W oznacza zbiér wierzchotkéw triangulacji
T(2). Wtedy W; := W N Q;(T) stanowi zbior
wierzchotkow triangulacji 7T (£2;).

Dla w € W; oznaczamy

Sasj(w) = {ve W, :3A € T (Q;) ,2e {v,w} C vert(L)}.
Rozwazmy rozklad
OUT) = (9 UT)) U (Br11UT))

gdzie 9;Q7T), Or;1Q(T) - skoriczone sumy la-
manych o wierzchotkach z W,

§ ((0rUT)) N (8111UT))) < 0.
Z uwagi na to , ze Q(7) C J; ©2;(7) - domkniety,
Q(T) c U; 6Q;(7T) mamy

orUT) = U Or11$(T),
j=1

gdzie 0111Q5(7T) = (BrirfUT)) N (an(T)) =
(BrrrfUT)) N Q(T).

Uwaga 3 Jesli j # k, to Q;(T) N (7)) N
T)CW.

Dowod. Niech a € ;(7T) N (7) NOQ(T) dla
pewnych j # k. Jesli wezel a € Q(T), to 34, €
T(Q) taki, ze a € A,. Jeslia € OUT), toa &
intA,. Zatem 3v,w € vertA, : a € [v,w].

T
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Hipoteza. a g W. N
W takim razie a €]v, w|. Niech A € T(2), taki, ze
a€A. Gdyby A # A\, to trojkaty AiA, bytyby
przyleglte oraz a € int (5 U A*) Cint Q(7), a to
stanowi sprzeczno$é¢ z zalozeniem a € 9Q(7).

Zatem A = A,. Wobec tego A, jest jedynym
trojkatem triangulacji 7 () zawierajacym punkt
s

Jesli @ € Q;(7), to 3A; € T () : a € A;.
Podobnie, jesli a € Qk(7), to 30, € T () :
a € Ag. Z koniecznodci A; = A, oraz Oy = A,
i w konsekwencji A, € T (;)NT () = 0@ co
stanowi sprzecznoéc.

c.k.d

Whniosek 5 Jesli 7 # k,
(a[[[Qk(T)) cWwW.

to (0r11%(7T)) N

W szczegolnosci

Whiosek 6 Zbiory (0111€%(7))j-, sq¢ rozqcane
modulo 0 wzgledem o, gdzie o jest miarg euklides-
owg na 0QU(T).

Dla w € W rozwazmy jedyna funkcje ciagla

ow: SUT)— R,
taka, ze
i) (¢w)|a jest afiniczna dla wszelkich A € T(€2);
HVYveW : ou(v) =
Oznaczmy:

b= Y b(w)pw,

weWy

a8 = Z (W) P,
weWiry

B == Z ﬁ(w)‘P'wa
weWirr

gdzie Wy := WNorUT), Wi := WnNorrT).
Funkcja b jest dopuszczalnym rozszerzeniem
funkcji b, natomiast @ i G sa aproksymantami
odpowiednio funkcji a1 3.

Poszukujemy rozwigzania zagadnienia (1) w
postaci T' = u + b, gdzie

> uvw
’LUEW\W[

przy czym A, € R sg nieznanymi wspélczyn-
nikami. Zauwazmy, ze

Vwe W\Wr: u(w) = Ay

— 68—

Zgodnie z Twierdzeniem 2, kazdemu w € W\ Wj
odpowiada réwnanie liniowe:

Z(l - ¢j) (/S;U)

J=1 g
)

- f Qupydo | =
61119_-,:(7-

= Z(l—cj)(f (B —ab) pydo+
j=1 811195 (T)

. / (V5) (Vz,ow)dm) (11)
Q;(7T)

z niewiadomymi (Av)yeyu(Sas(uw)\w;) 842i€

(Vu) (V) dm+

Sas(w):={ve W: [v,w] jest bokiem pewnego trojkata z

T@)}= |J Sas;j(w)

{5: wew;}

Obserwacja 1 Na ogdt Sas;(w) p W; N Sas(w)
o czym Swiadczy przykiad

Podstawiajac wyrazenia na b, @, 3, u do réwnania
(11) dostajemy po przegrupowaniu wyrazéw row-
nanie:

Z My = Hy (w = W\WI)1 (12)
veW\Wy
gdzie
Myy == Zs: (1-¢5) (I,(Vu,Vw) == Z
i=1

PEWIrI

a(p)Irrr,;(p v, w))

Hiyo= Z (Z (1- C_-,)I!H,j(P'w)) +

PEW )

_Zb

qEW;

&
BBl

PEWHJ qEWr

Z (1—-c¢5) J(Vq,Vw)) —+

(1"'CJ IIIIJ(th$ )) )

I;i(Vg, Vw) :=/
Q,(T)

i

Igr,;(q,w) 1=/ Yepwdo,
Or11925(T)

(Vq) (Vipw) dm,

Irrrg(p g, w) :=f PpiPqpuwdo.
(7))



Ze wzgledow praktycznych wygodnie jest rozsze-
rzy¢ uklad (12) na wszystkie wezly triangulacji do
postaci

Z MyyAy = Hy (w = W): (13)
veW
gdzie
A i Myw ,gdy weW\W;
Muyy = { 1. ,gdy we W, (o€ W),
. o= Hy ,gdy weW\W;
w 0 ,gdy we Wy

a 0y 0znacza delte Kroneckera.

Wprowadzajac oznaczenia: M := (ﬁwv) ;
w,veW

A= (A)yew, H = (ﬁfw) mozemy uklad
weW

(13) zapisa¢ w zwartej postaci
MA = H.

Macierz M  tego
symetryczna.

ukladu jest macierza

Catki I;(Vq,Vw), Irrj(g,w), Iri(p g,w)
mozna rozpisa¢ w postaci sum:

VeV = Y [ (Ve)) (Vi) dm
AET(Q))

Irri(q,w) = f Pgipwdo,
AET(QJ') 3;I[Q(T)I"}A

Itrrj(p,q,w) = Z / OpPgPwdo.
AET(QJ:) BIIIQ(T)QA

Proste rachunki prowadzg do ponizszych wzoréw
na catki w powyzszych sumach.

Uwaga 4 Jesli & € T (Qy), a1 # ag, vert(A) =
{a1,az,a}, to

1 (ea—aj,a—as)
v Vipe,)dm = —= .
A( Spal)( sz) m 2|det(a—a1,a—ag)|

Jesli & € T (), vert(A) ='{a,1, as,a}, to

1 (a1 —ag,a1 —ag)
2 |det(a —aj1,a —a2)|’

[ (V) (V) dm =
A

Jesli & € T (Qy), a1 € vert(A) lub as € vert(D),
to

/. (60) (Vi) dm = 0.
A

Uwaga 5 Jesli A € T (), [p,q) := 0 rUT) N
A, to

2 2 -
ppdo = f pgdo = =v/(p—q,p — q),
f{p,qi ’ pa 3
1
/ Pppqdo
[p.q)

8 p—gq,p—9q),
3 3 1
ppdo = f Yedo = —\/(p—q,p—q),
/[p,ql ? pa | 4

f plp,do = f sopsoqd
(bl p.al

Calki z tloczyndw pozostatych funkcji bazowych
zerujq ste.

I

Przedstawiony sposéb budowy macierzy i wek-
tora prawych stron ukladu (13) jest znacznie
prostszy i tatwiejszy do zakodowania w programie
komputerowym od wzoréw dla triangulacji 4-
regularnej przedstawionych w pracy (Bozek i in.,
1995). Sposob ten jest réwniez znacznie bardziej
efektywny, gdyz nie wymaga wyznaczania zbioréw
trojkatow 1 wezlow triangulacji sagsiadujacych z
ustalonym weztem. Ponadto nie trzeba ograniczaé
sie do triangulacji é-regularnych.

5. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA (1)
METODA ELEMENTOW
SKONCZONYCH W PRZYPADKU
Q C R?

W stosunku do oméwionego wczesniej przypadku
Q C R? w sytuacji @ C R?® zmieniaja sie
pewne podstawowe definicje oraz wzory na caltki
I;(Vq,Vw), I115(q,w), Irrr j(p, g, w), natomiast
nie zmienia sie ksztalt uktadu (13).

Definicja 4 Triangulacjqg przestrzem R3® nazy-
wamy zbior czworoéciandw

= {S S czworodcian, S C RS} taki, ze:

a) User S =R?,

b) Jesli S1,82 € T, oraz §7 # 8o, to
m (81 N S2) = 0, gdzie m miara Lebesque’a w R3.

Triangulacje €2 mozna skonstruowaé nastepujaco:

Dzielimy przestrzeri R® na prostopadlosciany
(, réwnoleglosciany czy ogoélnie graniastostupy
o Scianach, ktére sg czworokatami). Nastep-
nie kazdy z prostopadtoscianow (graniastostupow)
dzielimy na sze$¢ czworoscianéw. W modelowym
szescianie [0,1]3 € R3 sa to czworosciany o wierz-
chotkach

o

(p—aq,p-9).
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0

§ (0,10 3,1.0) 11,5, {000 H
{ (0,1,0), (1,1,1), (0,1,1), (0,0,0) },
{ (0,0,0), (0,1,1), (1,1,1), (0,0,1) },
{ (11,0 (1,0,0), (0,0,0), (11,4 %
{ (0,0,0), (1,0,1), (0,0,1), (1,1,1) },
{ (0,0,0), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,1) }.

Podobnie jak w przypadku dwuwymiarowym
definiujemy:

T(Q) = {Se€T: barSeQ},
T(QJ) = {S €T : barSe QJ} ,
o) = |J S

SeT(Q)
T = U S

SET(Qy)

gdzie barS oznacza $rodek masy czworoécianu S.

Aby wyprowadzi¢ wzory na catki I;(Vg, Vw),
Iri(g,w), Irn;(p,q, w) wygodnie bedzie sko-
rzysta¢ z ogblnych twierdzen.

Lemat 1 Niech X n-wymiarowa zorientowana
przestrzeri euklidesowa, przy czym n > 2.
Niech wg,w1,...,wn, € X afinicznie niezalezne
punkty, o wj,w},...,w; wspdirzedne barycen-
tryczne wzgledem wp, Wi, - . ., Wn.

Wtedy

1)Vao,...,an € N={0,1,.. }:

f (W) .. (w)*" dm =
conv{wg,...,wn }

al
m [det (?.U]_ — WPy sy Wn — 'IUD)l = (14)
nlal
— mm (COIlV (’wO,U}], S ,wn)),

-('LU1 —’wo) X...X (wi_l —wo} X
det (w; — wo, wa —

(15)
(wz-_,_l = wo) Ko s 2K (wn - ’LU())

Wo, -+« -, Wy — WO)

gdzie a! := aplay!...apn!, |a|i=aptar+...+
@y, conv {wo, . .., Wn} oznacza obwiednie wypukiq
punktow  wo,...,wn, det € An(X) przymuje
warto$é 1 na bazach ortonormalnych dodatnich, a
X7 oznacza uogdlniony tloczyn wektorowy.

Podobnie jak poprzednio, niech vert(S) oznacza
zbiér wierzcholtkéw czworoscianu S € 7(§2). Jedli
vert(S) = {wo, w1, wo, w3}, to (W})|s = pw, =
0,1,2,3. Stosujac Lemat 1 w przypadku X =
R? dostajemy szukane wzory na catki I;(Vgq, Vw),

I (g, w), Inrn (e, g, w)

Uwaga 6 Niech S € 7T (%), =
{wo, w1, w2, ws}.  Zaldzmy, zZe trdjkgt A =
orUT)IN S, vert(A) = {p,q,r} oraz {p,q,r} C
vert(S). Wdwczas

vert(S)

: : 1
2 2 2
do = d =/ do = —o(4),
I ], ¢hdo = [ otar= 5o ()
1
f @ppqdos = / wpsord0=/ weiprdo = —o (L),
A A A 20
1
3 3 3
e e do = do = —o (A
[etae = [ ohar= [ o= g0,
f Q2peds = f sopwﬁdcr=f aofl.oqdcf=] ripido =
A AN Fay Py
1
— 2 _ 2 -
= f.& LPP‘,DrdO' - ./A ‘Prw;:dd = &U(A)a
1
ja Ppipgprda = ﬁa(A).

Catki z tloczyndw pozostatych funkcji bazowych
zerujq ste.

6. DOBOR STALYCH MATERIALOWYCH

W pracy (Danielewski i in., 1999) wyprowadzono
zwiazek miedzy wartosciami stalych materialo-
wych ¢;, a wspolczynnikami przewodnictwa ciepta
k; w sktadowej §2; obszaru €. Otéz

1—61'__1—(23'
ki kj

vi,je{l,...,s)

e



Stad, oraz z pewnych rozwazan fizycznych
przeprowadzonych w pracy (Danielewski i in.,
1999) wynika

Whiosek 7 Dla wszystkich > € R\ {0} stale
c1,...,Cs WYZNACZONE Przez T6WNAnia

1- = J{ki (16)

dajg te same rozwigzania problemu (1), gdzie
k; jest wspdtczynnikiem przewodnictwa ciepla w
sktadowej Q; obszaru €.

7. PRZYKY. AD NUMERYCZNY

Niech
Q := [-20, 200] x [—50,150],

Q = K((2,-3),15) U K((100,75),40) U
K(110,-15), 23),
Qy :=Q\ Qg,

a1 := {—20} x [-50, 150] U {200} x [-50, 150],

Or1 1§ := [—20, 200]X{—50}U[—20, 200]X{150},

Wykres temperatury zadanej na bokach pros-
tokata 0 ilustruje ponizszy rysunek: przy
czym ciemno-szara linia odpowiada temperaturze
zadanej na lewym boku (2, a szara temperaturze
zadanej na prawym boku. Na rysunku ponizej sg
przedstawione wykresy funkcji 3 - szara linia to
wykres 3 na dolnym, a ciemno-szara linia wyres 3
na gérnym boku prostokata 2. Funkcja a (czarna
linia) jest funkcjg stala réwna 1 na obu tzn. dol-
nym i gérnym boku §.

5

al

3

2

\ VAN
-50 50 100 150

)
4
|
]
—

50

100

150

200

Kolejne trzy rysunki przedstawiajg izolinie tem-
peratury w Q dla trzech réznych wartoéci stalych
materialowych ¢1, cs.

(c1,¢2) = (0.1,0.95)

(€1,¢2) = (0.9,0.4)

(c1,¢2) = (0.95,0.03)

Obliczenia zostaly wykonane programem napisanym w jezyku
C przez autora. Na stacji Miroway z procesorem Alpha 667
MHz, przy siatce 5433 wezty i 10574 trdjkgty triangulacji,
obliczenia trwajg okoto 5 sekund. Kod irédtowy programu moze
zostaé udostepniony zainteresowanym.

Kontakt: bozek@Quci.agh.edu.pl

SRl crx 610x180x32

(C] 3 Cg) = (01, 095)

[zolinie temperatury

) 0.%0
\

| N\ 1.50

|‘ \ | 1.90

| | 2.80

: e 3.10

) o 3 4.30

T A et v = e - 5.50

Nacisnij Enter

+

Izolinie temperatury

1 VN — 0.90
; ) 1.50
4 ; o 1.90
' 2.80
1.10
/ 4.30
# / g ) — 5.50

Nacinij Enter

A Vo 0.90
i | oA ) = 1.50
! | \ i | 1.90
{1/ [ 4 — 2.80
f = 3.10
(7 / 4.30
1 i i Moot i 5.50

Navinij Bnrer
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